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PROLOGO 


El Instituto de Matemática de la Universidad 
Católica de Chile, consciente de su compromiso con la comu- 
nidad, ha programado una serie de publicaciones destinadas 


a contribuir a la mejor preparación de sus estudiantes. 


Estas notas sobre Algebra de Matrices, corres 
ponden a parte del curso MAT 154 = Algebra II, que el Insti- 
tuto ofrece principalmente para estudiantes de Ingeniería y 


por ello han sido redactadas interpretando este espíritu. 


Si esta labor académica resulta de algún be- 
neficio para nuestros estudiantes, el suscrito considerará : 


valorizado con creces el tiempo empleado en redactarlas. 


Ing. MARIO RAUL AZOCAR 


ALGEBRA DE MATRICES 


1.- MATRICES 

La matriz es una noci6n que corrientemente se 
define sobre un cuerpo conmutativo cualquiera, o sea sobre 
un campo. Considerando que en las aplicaciones se trabaja 
más frecuentemente con el campo de los reales R y con el cam 
po de los complejos C, nuestro estudio se realizará fundamen 
talmente sobre estos campos, sin que esto signifique la im- 
posibilidad de externder nuestros resultados sobre otros cuer 


pos conmutativos. 


DEF 1.1. 
Llamaremos matriz de orden mxn sobre el cuerpo de 


, € C dispues 


f 
23 


los complejos C, al conjunto de mxn nGmeros: a 


tos en m renglones y n columas. 


Designando con aij el número ubicado en el renglón 
de orden i y en la columna de orden j de una matriz A, ten- 


dremos: 


21 a59 a33 e@eoeoees Aon 


\ ant m2 m3 ce... .. os. Am J 


mos brevemente por A = (ayy). Los números as; que forman 


la matriz A, se llaman elementos de A. 


Cuando m = n, la matriz A se dice matriz cua- 
drada de orden n. En el caso particular en que m= n= 1, 
la matriz está formada por un sólo elemento, el ajr Y en 


tal caso anticipamos que (ay) + aji’ 


DEF 1.2. 

. Dos matrices A = (ajj) yB= (bij) del mismo or- 
den se dirán iguales si y sólo si: aj = Das 
De esta definición resulta inmediato que la igual 


dad matricial, es refleja, simétrica y transitiva. 


DEF 1.3. 
Dada una matriz A = (ays) de orden mxn, se llama: 


a) Matriz opuesta de ella, a la matriz de orden mxn: 


-A=- (a ) 


) = (-a, 


i ij 


j 
b) Matriz transpuesta de ella, a la matriz at = (ay) de 


orden nxm, donde at. =a. 
ij ji 


c) Matriz conjugada de ella, a la matriz de orden mxn: 


A= (a5) = (a; y) 


.) 


d) Matriz transconjugada de ella, a la matriz A* = (at, 


de orden nxm, donde: a*,. = a. 


TEOREMA 1.1. 


it 
D 
2 
SI 

1) 
D 


a) -(-A) 


b) (aha d) (A*)* = A 


Dm 
Por ser muy simple, solo veremos un caso: 


(At)* = (a*t = Gj 


pne (a,,) = A 


Una matriz cuadrada A = (ajj) es simétrica si y 


sólo si: a,. = a 


13 Ella es antisimétrica sii: a,. = “ayy 


ji’ ij 


TEOREMA 1.2. 


Una matriz A es simétrica si y s6lo si: A= A”. 


Dm 


Si A es simétrica, ella es cuadrada, y como además: 


a = aji’ resulta: 


ij 
tz (at E = 

Recfprocamente si A = at, el número de renglones es igual 
al número de columnas y entonces la matriz es cuadrada. Ade 


t 
=a 


más A = at implica a ij 7 aji’ luego A es simétrica. 


ij 
TEOREMA 1.3. 


La matriz A es antisimétrica sii: A = -A, 


Dm 


Se deja como ejercicio, por ser análoga a la dada en el 


teorema precedente. 


DEF 1.5. 
Matriz unidad es toda matriz cuadrada I = (By) 


donde $43 es el 6 de Kronecker 


DEF. 1.6. 
Matriz nula, es toda matriz O cuyos elementos son 


todos ceros. 


2.~ SUMA DE MATRICES 
En este párrafo definiremos dos opera 
ciones matrices: la suma de matrices y el producto de una 


matriz por un escalar. 


DEF 2.1. 


Dadas dos matrices A = (a,.) y B = (b¡3) del mis- 


ij 
mo orden mxn, llamaremos suma de ellas a una matriz A + B 


que por definición valdrá: A + B = (ays + bij). 


TEOREMA 2.1. 
Sean A, B, C y O matrices del mismo orden mxn, 
entonces: 


a) A+B=B3+A c)A+O=A 


b) (A +B) +C=A+ (B + C) d) A+ (-A) = 0 


Dm 


Trivial, se deja como ejercicio. 


TEOREMA 2.2. 


Sean A y B matrices del mismo orden, entonces: 


t t 


a) -(A +B) = (-A) + (-B) oc) (A+B) = atasB 


b) (A+B) =A+B d) (A + B)* = A* + B* 


Pa 


Trivial. Solo daremos el caso (c) 


(A + B)* = ( a, + ES 
= (aj, + bja) = (aja) + (bja) 
= (ay) + (by) = at + Bt 
DEF 2.2. 


El producto de una matriz A = (ajj) por un esca- 
lar p, es una matriz del mismo orden de A, que designare 


mos con la notación: pA 6 Ap y que por definición valdrá: 
pA = Ap = (pays) 


Observación 
De acuerdo a las definiciones 1.3 y 2.2 convie 


ne notar que: -A = (-1)A. 


TEOREMA 2.3. 
Sean A y B matrices del mismo orden; p y q 


escalares, entonces: 


a) p(A + B) = pA + pB c) (pq)A = p(qA) = q(pA) 
b) (p+ q)A = pA + qA da) pa = 0 siip=0 6 A=0 
Dm 


Trivial, se deja como ejercicio. 


DEF 2.3. 
Dadas dos matrices A y B del mismo orden, llamare 
mos diferencia entre A y B a una matriz que designaremos 


con A - B y que por definición valdrá: A - B = A + (-B) 


TEOREMA 2.4. 
Toda matriz cuadrada A puede expresarse, de 
manera única, como suma de una matriz simétrica y una ma 


triz antisimétrica. 


em 


Sea S una matriz simétrica (S= st) y T una matriz anti- 


simétrica (T Te), por determinar; y tales que: A= S + T. 


(S + T) = st + Té = S$ - T. Resolviendo el 


Entonces: Re 
sistema para S y T, resulta: 

1 t 
53 (A-A) 


s $ a +a”) T 


Así tenemos: 


1 


= 1 t + Gt 
A= 3 (A + A`) + 5 (A A”) 


Finalmente esta descomposición es única, pues el sistema 
que determina S y T es de primer grado, con determinante 


no nulo. 


Corolario 
Para toda matriz cuadrada A se tiene que: 


S=A + at es simétrica y T= A- at es antisimétrica. 


EJERCICIOS 


1. Con E (x) designamos el mayor entero que no es mayor 


que x. Construya las matrices siguientes: 


E(j/i) y de orden 4x5 


Q 
e] 
3 
w 
i 


a) A= (a 


ij ij 
b) B= (by 5) con bij = E((i+1)/(j+2)) de orden 3x4 
c) C= (ej) con Cy, = E(j) y de orden 3x3 
d) D= (4,3) con diy = E(36,,) y de orden 4x4 


2. Resolver las ecuaciones: 
3 1 
a) 5X +1 =| b) 2X - 31 = 
c) 3(X + 51,) = 2(X - 1,) 


opa 2 Ez _{5 6 
a) E i) n X ay =( ) 


Demuestre que las matrices A, B y 


linealmente dependientes 


antisimétrica T. Tome A arbitraria, cuadrada y de orden 


3x3. 


den 4x4 con aij = E(ij) y 
simétricas. 


Sea V el espacio de las matrices de orden 2x2 sobre el 


cuerpo C. Se toma H & V, siendo:H = tala EV AA = At) 


3.- PRODUCTO DE MATRICES 


El producto de matrices difiere 


fundamentalmente del producto de números reales o comple~ 


jos, por dos razones principales: primero, las matrices 


factores deben cumplir ciertas condiciones para que pueda 


existir su producto y segundo, el producto que definire- 


mos no es conmutativo en general. 


DEF 3.1. 


Una matriz A será multiplicable por una matriz B 


cuando el número de columnas de: A sea iagual al número de 


renglones de B. 


Observación 
En general, si A es multiplicable por B, no ne 


cesariamente B es multiplicable por A. 


DEF 3.2. 

Dada una matriz A = (ay) multiplicable por una 
matriz B = (by) llamaremos producto escalar del renglón 
de orden i de A, por la columna de orden j de B, al núme- 


ro: 


Cry = air Pay * Aga Pag + cee + ain Pay = i aik 


DEF 3.3. 

| Dada una matriz A = (a, y) multiplicable por una 
matriz B = (biz) llamaremos producto de A por B, a una 
matriz que designaremos con AB y que por definición val 


drá: 
F n 
AB = (0,3) = CE aik Prj? 
Observación 


De acuerdo a esta definición, el producto de 


una matriz A de orden (mxn) y una matriz B de orden (nxp) 


10. 


es una matriz C = AB de orden (mxp). Como consecuencia in 
medianta de esta observación se concluye que si A de orden 
(mxn) es multiplicable con B de orden (nxp), el producto 


de B por A no esta definido, a menos que: p = m. 


Además de esta característica, hay otras diferen 
cias notables entre el producto de matrices y el producto 
en álgebra clásica. Veamos dos que son de fundamental im- 
portancia. 

1% Aún cuando existan los productos AB y BA, no siempre 
ocurre que: AB = BA. El ejemplo siguiente, ilustra es 
ta aseveración. 


O A A cancer a] 


Este ejemplo es suficiente para afirmar que el produc- 
to de matrices no es conmutativo. Debido a esta circuns- 
tancia, corrientemente se llama al producto AB, posmulti- 


plicación de A por B o bien premultiplicación de B por A. 


2% El producto de dos matrices puede ser la matriz nula, 
aún cuando ninguno de los factores sea nulo. El ejem 


plo siguiente corrobora esta afirmación. 


TEOREMA 3.1. 


Sea A una matriz de orden mxn, entonces: 


n m 
Dm 
n 
AI = e aik 8x) (aj; 655) (ays) A 
1A = cos Sik ayj? (855 ayy) (ajj) A 
TEOREMA 3.2. 
a), (AB) = AB b). (AB)Ë = BË at 


c), (AB)* = B* A* 
Dm 


a) Esta igualdad por demostrar,.sólo exige que A sea 


multiplicable por B, en tal hipótesis tenemos: 


n 
AB=()] as, b y) 
k=1 ik “kj 
m=] } 
AB = ( ap b) = ( ass, De.) 
k=1 ik “kj k=1 ik “kj 
z= O oe oe 
AaB = () aik b,j) = AB 


12. 


b) Si A y B son matrices cuadradas de orden n, tenemos: 


n 
AB = (È aay Bj) = (pj) 
(ab) e o E aa a Be (1) 
~ May Pia poe De kd | 


Por otra parte: 


n n 
EE t t 
BY Ar =. (CL bro a) =) 
k=i Ík kj k=1 Pki ĉjk? (2) 


Comparando (1) y (2) tenemos: (AB) © = pt at 
c) Aquí tal como en el caso (b), A y B deben ser matri- 


ces cuadradas del mismo orden, entonces: 


(AB)* = (AB)? = (Bt a®) = 


Corolario 

Para toda matriz A, ocurre que P = ant yo= at A 
son matrices simétricas. En efecto: 

pt = (ant)? = catyt at = ant =P 


TEOREMA 3.3. 


(pA) (qB) pa(AB) = (qA) (pB) 


Sea A = (a, y) multiplicable porB = (by) entonces por 


definición de producto de matrices tenemos: 


n n 
(pA) (qB) CL (P ay.) (a bys = (2 (Pad ag, by 3) 


n 
pa() a, b,.)= (pq) (AB) 
(A ik kj) 


Finalmente: (pA) (qB) = pq (AB) = qp (AB) = (qA) (pB) 
Corolario 
(-A)B = A(-B) = -(AB) y (-A)(-B) = AB 
TEOREMA 3.4. 
(AB)C = A(BC) 


Dm 
Naturalmente que en la proposición por demostrar, supone 
mos que los productos indicados existen. Sea entonces A 


de orden mxp, B de orden pxq y C de orden qxn. 


El elemento del renglón de orden h y de la columna de 


luego el elemento del rengl6n de orden h y de la columna 


de orden k del producto (AB)C es: 


Ne i= x Cry = 3 ( ara Das) C 
hk ¡21 hi “ik 121 j=l hj “ji ik 


13. 


14, 


hk 


hk = } 


esta Gltima igualdad muestra que Yuk es el elemento del 
renglón de orden h y de la columna de orden k del produc 


to A(BC), de aquí entonces que: (AB)C = A(BC). 


TEOREMA 3,5. 


A(B + C) 


AB + AC 


(B + C)A BA + CA 


Dm 
Obviamente, nuestro enunciado: supone que las operacio- 
nes contenidas en él, son posibles. Sea entonces A de 


orden mxn, B y C de orden nxp. 


El elemento del renglón de orden i y de la columna de 


orden k de la matriz B + C eS: Si, = bik + Cik’ 


Por lo tanto el elemento del renglón de orden h y de la 


columna de orden k de la matriz: A(B + C) será: 


n 
ahi Sie T 2 Ana Pik + Pix) 


15. 


n n 


“nk = È, Ana Pix * 2) Ahi Car 


pero estas Gltimas sumatorias son los elementos del renglén 
de orden h y de la columna de orden k de las matrices AB y 
AC respectivamente, luego: A(B + C) = AB + AC. 


Analogamente se demuestra que: (B + C)A = BA + CA. 


DEF 3.4. 


Para toda matriz cuadrada A, y n natural tomaremos: 


TEOREMA 3.6. 
Si k y n son enteros no negativos y A matriz 


cuadrada, se tiene: 
an ak 3 antk 


Dm 


Se hará por inducción. Para k = 1, las tesis es válida, 


en efecto: AP at =a" a = antl 
Supongamos entonces que la igualdad propuesta es valida 
para k =p. U sea, que: AR aP = aDtP- 
En esta hipótesis tenemos: 


an apti = A” (aPa) 7 (aM AP) a 2 antp K antptl = n+ (p+1) 


resultado que demuestra la t&sis propuesta. 


Corolario 
Si n es entero positivo, se tiene: (A) 
En efecto: 


n, t 


A) = (aaa...... ADT = A tat 


C UAT ATAT = an 


DEF 3.5. 
Una matriz cuadrada A # 0 se dice nulpotente si 


existe un entero positivo p, tal que: aP = 0 


Una matriz cuadrada A # O se dice periódica, si 


p+1 


existe un entero positivo p tal que: A = A. 


El menor entero p que verifique la igualdad prece 
dente se dirá período de la matriz. Particularmente si 


2 2 ee sas doa A A 
A” = A, la matriz se dice idempotente. 


EJERCICIOS 


1. Efectúe los productos que se indican y saque en cada 


caso una conclusión: 


n,t = (at)? 


16. 


~ 


Sa 


Demuestre que: (A + B)” = A” + BY, siendo 


o Pa 


Determine todas las matrices X de orden 2x2 tales que 


K 1 2 
a 
0 4 


2) 3 
Resuelva la ecuación X ). I, 
; 4 5, 
2 
Resuelva la ecuación X = I, y aproveche 
235 z 


la solución encontrada para resolver la ecuación: 
1 2 3 4 
Y = 
25 2 7 


Si X es matriz no nula de orden 2 x 2, resuelva la 


Exprese matricialmente los sitemas: 


a) 2X5 + 3x3 = 5 b) x + 2y = 4 
Xy + 4x5 + 7x3 = =2 2y+ z= 5 
2x, + 3x, + 6x3 = 3 2z + 3x = 12 


17 . 


8. Exprese matricialmente, mediante matrices 


cuádricas que se indican: 


2 2 2 


a) x” + 6y~ + 10z% + 4xy + 6xz + 10yz 


2 2 


bese Gy <= z? + 3xy - 2yz = 0 


c) 8 +11y2 + 82? - 4xy + 4yz + 8xz = 
9. Verifique que la ecuación: x? Š x? - 
12 0 
admite la solución x up -1 a 
o 0 1 


cosa sena = 
10. Si A -( } demuestre que: A 


-sena cosa 


ak 


11. Si tga = r 


demuestre que: 


cos na 


-sen na 


\~2 1 


n 
pol Si 1 
12. Calcule ( 
0 p 


13. Para la matriz A El 
1 


4n 


A i ¿An+1 


, A , à 


= 5 


cos 


i 


sen na 


cos na” 


18. 


no 


sen >) 
na cos na 


T95 


14. Determine todas las matrices cuadradas X de segundo or- 


den tales que x? = I 


15. Idem para x? = 0 


100 


0 
16. Calcule A siendo A= (: 0 
1 


4.- MATRIZ RECIPROCA 


DEF 4,1 

Dada una matriz cuadrada A = (ajj)? la matriz adjunta 
de ella es la matriz A’ = ai donde ajj es el adjunto del 
elemento ae en el determinante |A| = det (A). 


TEOREMA 4.1. 


Dm 

La demostración de esta tésis resulta muy simple si se tie 
ne presente que, en un determinante la suma de los productos 
de los elementos de una línea (renglón o columna), por sus ad 
juntos correspondientes, es igual al determinante y la suma 
de los productos de los elementos de una línea por los adjun- 


tos de los elementos de una línea paralela es cero; o sea, re 


cordando que: 


n + n + 
d ajk Aix = det (A) cus aik 3jk = 


o bien, resumiendo las dos expresiones en una sola, tene 


mos: 
n + 
ea aik ĉjk = Si det (A) 


Teniendo presente las igualdades anteriores, resulta: 


n n 
+ PoE + 
AA a aik (ays) ) = CE aik ajk? 


(85, det (A)) = (8,3) det A = I det (A) 


f 
De analoga manera se obtiene: 


n n 
+ + .t + 
AA lada) sto) aos cas) 
k=1 ik kj k=1 ki “kj 
= (85, det (A)) = (6, ,)det (A) = I det(A) 
Así hemos demostrado que: AAT = ATA = I det (A) 
DEF 4.2 


Dada una matriz cuadrada A, llamaremos matriz re- 
cíproca de ella, toda matriz B, siempre que exista, tal 


que: AB = BA = 1 


TEOREMA 4.2. 


Si A tiene matriz recíproca, ésta es única. 


Dm 
Supongamos que la matriz cuadrada A, admita dos matrices 
recíprocas P y Q, entonces: 


PA = AP = 1 y QA = AQ = I 


luego: P = PI = P(AQ) = (PA)Q = 10 = Q 


La matriz recíproca de una matriz A, se designará por A 


DEF 4.3 
Llamaremos matriz regular, (no singular), toda ma- 
triz cuadrada A, que tenga matriz recíproca. Toda matriz 


cuadrada no regular se dirá singular. 


TEOREMA 4.3. 
Una matriz cuadrada A tiene matriz recíproca 
si y s6lo si: |A| = det (A) # 0. Además: 


+ + 


Me ge saan E 
Ja] det(A) 


Dm 


Supongamos que |A| # 0. De AA’ =A‘ A= |A| I 


obtenemos: 


21. 


1 


22. 


resultado que nos muestra que A es regular y además que la 


matriz inversa de A es: 


Recíprocamente supongamos que A es matriz regular. Llaman 


do Ba su matriz recíproca; tenemos: AB = BA = I, luego: 


det(AB) = det (A)det (B) 


= 1 


de donde, obviamente: det(A) # 0. 


Corolario 1 


Si A y B son matrices regulares de orden n, la ma 


triz AB también es regular. 


En efecto, |AB| = |a| |B| y puesto que [Al # 0 


y |B| 4 0, resulta |AB| # 0. 


Corolario 2 


Si A es regular, también lo es A 


det(A7d) = (det a)” 


1 


1 y además, 


1 


En efecto: AA” = I implica la] fa7?] = 1 


E 
Corolario 3 


Si A de orden n es no singular (regular) 


det (a*) 
En efecto de: AAT = la] I 


det (ant) 


aA p = jaa 
(AIS, 5). resulta: 


= n 
det (Jalé, 5) = jal 


23. 


Corolario 4 


Si A de orden n es no singular, se tiene: 


(att 2 Jajn-2 A 


TEOREMA 4.4. 


Sean A y B matrices regulares, entonces: 


o ek b) datte (271)* 


Como A es regular, también lo es Ao Se luego existe 


a) 
ORo da y entonces: EOY ede aquf premul- 
tiplicando por A, resulta: (att = A 
b) Tomando transpuesto en la igualdad ant = I, se obtie 
mes (Kyo a er eet 
y posmultiplicando por (aty-?, resulta: (a71)t = (at)7? 
c) Tenemos: 
(aB) (Bad) = acpp7+)a7! = aal = 1 
y como además: (AB) (AB) + = 1, resulta: (AaB)! = B`} a`! 
Corolario 


(AB) Ý 2 Bt at 


Terminaremos estas ideas extendiendo la definici6n 


de potencia de una matriz cuadrada, a potencias de exponen- 


24. 


te entero negativo de una matriz regular. 


DEF. 4.4 
Si A es matriz regular y n es un entero positivo: 


-1,n 
A = (A *) 


Finalmente presentaremos las llamadas matrices: 


involutiva, ortogonal, unitaria, hermítica y antihermítica. 


DEF 4.5 


Una matriz cuadrada regular A, es: 


a) Involutiva, si y sólo si: ani A 
b) Ortogonal, si y sólo si: O Y 
c) Unitaria, si y sólo si: nia pr 
d) Hermítica, si y s6l- si: A = Af 
e) Antihermítica, si y sólo si: A = ~A* 


EJERCICIOS 


-4 -3 =3 
1.- Determine la matriz adjunta at de A -( 1 0 i) 
4 4 3 


2. Sea A matriz no singular de orden n, demuestre que: 


++ 


n»2 
(A) = A(detA) i det (A) = (det A 


+ 
3.- Se A matriz simétrica de orden n, demuestre que A es 


simétrica para n impar y antisimétrica para n par. 


Determine la matriz inversa o recíproca d 
3 2 1 1 4 2 

A = 4 0 1 B=] 2 9 4 
3 9 2 2 8 6 


e: 
0 
Cc =; 0 
1 


Usando algebra de matrices resuelva los sistemas: 


x+ yt 2= 6 9x - 10y + z 


li 
o 


2x - y 3x + y-z= 


tl 
o 


x+y = 2 7x - ytz= 


Usando cualquier procedimiento, resolver: 


2x - 3y+ z= 3 16x - 84y + 40z 
x + 5y - 2 = 3 2x + Vy - 32 
7x + y - 2 = 15 18x - 7y + 5z 


Determine las tres raices cuGbicas de 1. 
compleja es w, demuestre que la otra es w 


1+w0 + w*? = 0 


1 
Determine la matriz recfproca de A = E 


Sea w? = 1 y w # 1, demuestre que: 


A A ems: | 


1 
-1 

1 

= 62 
su 
= 4 


Si una raiz 


2 y que 


25; 


10.- 


pa 
a 
1 


12.- 


i3.- 


14.- 


15.- 


26. 


Sea A matriz cuadrada de orden n sobre C. Demuestre 
que A se puede expresar de manera única en la forma 


A=H + K, siendo H = H* y K = -K* 


n 


_ 0 9/4 0 6 
at at | raat - ( 
9/2 0 6 0 


Resolver la ecuación: 
E 11 fx y 4 -2 6 0) 
3 At a [Es 2 ) 22 14 
La matriz A, cuadrada de orden n, verifica la ecuación 
2 


A“ = O. Demuestre que la matriz A + I admite una reci 


proca de la forma x A+I, Determine x. 


16.- 


Ee 


18.- 


19.- 


20.- 


ps 
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Determinar las matrices X e Y que verifican el sistema 


X + ayt = B xt + YC = D, siendo 


1 0 4 3 o -2 9 
e ES E 4 6 3 0 6 6 
Sea A matriz cuadrada de orden n, Y sea 


M= {a [aat = I}. Demuestre que M con el producto de 


matrices, es grupo. 


El número real a es fijo y x es real variable. Demues 


tre que el conjunto de matrices de la forma: 


a 0 0 
M(x) = 0 Iex 
\ 0 o 1 ) 


tiene estructura de grupo respecto a la multiplicación. 


Calcular la matriz S =(5) a? +(3)a4 + c0... + ed 


0 =1 


i F y n número natural. 


siendo A (| 


Sea A matriz cuadrada de orden n, demuestre que A es 
regular si y solo si el sistema AX = 0, admite unica- 
mente la solución trivial. 


Sea A matriz ortogonal (at = ant), demuestre que: 


a) det Al = 1 b) Ni es ortogonal c) AË es ort. 
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5.- RANGO DE UNA MATRIZ 


La idea de rango de una matriz es 
de fundamental importancia en varios tópicos referentes a 
matrices y en especial en el estudio de los sistemas linea 


les. 


DEF 5 . 1. 


En una matriz A de orden m x n, el rango-renglón es 


dientes. 


DEF 5.2. 
En una matriz A de orden m x n, el rango-columa es 
el mayor número de vectores-columnas linealmente indepen- 


dientes. 


TEOREMA 5.1. 
En cada matríz A, el rango-renglón: rr(A) y el 


rango-columna: rc(A), son iguales. 


m 
Sea A= (ays) una matriz cualquiera, de orden m x n. Si 
A es matriz nula, el teorema es trivial. Supongamos enton 


ces que A # 0. 


.0. 000€ 


Sean Ry = (AyqrAggre *>rAjp)? Ro = laz] ragg. o 2 Any) 


ak ) los renglones de A. Supongamos 


ee a a 2.0. 
m ( m1’ “m2’ ann 


que el rango-renglón de A es r, y que los r vectores-ren- 


glones linealmente independientes son los siguientes: 


S, = (b b 


1 (b b bn.) 


117P127tt Pan) + So = (by, Po9---Pon 


.......o S, = (bai Pyar ee Dy) 


De acuerdo a estas ideas, cada vector-renglón Rio 
debe ser combinación lineal de los vectores-renglones, 
linealmente independientes Sj côn jJ =- L; 2; Byes sets 


Asi tenemos: 


Ry = Sie * C35 t osne ea ees 
Ra = c2151 + C3353 Pacan E C2y3r 
Rn = Cm 1 + C22 y Cir z 


Si en cada una de estas ecuaciones, igualamos la 


componente de orden i, tenemos: 


+CD Fow + Cb 


aii = “11P34 12°24 ur? ri 
21 = Co1P1j + Co7Doj + eee + Co Prj 
ani = Cn 1a E C2? 24 ES Busey CrP ri 


Para i= 1, 2, 3, e. Mo 


30. 


Asf entonces: 


aii C11 12 ir 

a21 C21 C22 Cor 
= Ba; " | + Baa O owe t BL 

ami Cn Sm2 Cnr 


igualdad que nos muestra que cada uno de los vectores- 
columnas de A, es combinación lineal de los r vectores, 


Cir Cae Ce, siendo cy" CI De aquí en- 


tonces que el rango-columna de A no es mayor que el ren 


go-renglón r. Llamando k al rango-columna tenemos: k r. 


[A 


Razonando de análoga manera con las columnas se obten 


dria r < k, y entonces conclufmos: r = k. 


DEF 5.3. 
El rango de una matriz A, es el número: 


r(A) = rr(A) = rc(a) 


DEF 5.4. 


En una matriz A de orden m x n, se llama menor de 
orden k, todo determinante formado por k renglones y k co 


lumnas de la matriz A, 
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TEOREMA 5.2. 
Una matriz no nula A, tiene rango k, si y solo 
si, uno al menos de sus menores de orden k, es diferente de 


cero y todos los menores de orden superior a k son nulos. 


Dm 
La demostración no se dará. Puede consultarse, entre 
otros, el texto: "A First Course in Linear Algebra", del 


profesor D. Zelinsky, pagina 155. Academic Press-1968, 


Corolario 


Si A es matriz cuadrada, no singular, de orden n, 


su rango es n. 


DEF 5.5. 
La nulidad de una matriz cuadrada A de orden n, es 


el número (n-r), siendo r = rango (A). 


Observación 

La determinaci6n del rango de una matriz es de 
importancia primordial. La bfisqueda del rango de una ma- 
triz, puede hacerse en forma muy cómoda, introduciendo cier 
tas operaciones que pueden efectuarse sobre una matriz y 
que se conocen con el nombre de transformaciones elementa- 


les. 
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DEF 5.6. 

Dada una matriz A, llamaremos transformaciones ele 
mentales a: 
1.- Intercambio del renglón de orden i por el rengl6n de 


ij) 
Intercambio de la columna de orden i por la columna 


orden j: (H 


de orden j: (Vij? ° 

2.- Multiplicar un renglón de orden i por un escalar, no 
nulo, p: (pH, ) 
Multiplicar una columa de orden i por un escalar, no 
nulo, p: (pV,)- 

3.- Sumar al renglón de orden i, el renglón de orden j, 
previamente multiplicado por el escalar p: (Hi + PH,)- 
Sumar a la columna de orden i, la columna de orden j, 


previamente multiplicada por el escalar NA + pV,)- 


TEOREMA 5.3. 


El rango de una matriz es invariante bajo las 


transformaciones elementales. 


Dm 


—— 


Trivial. Se deja como ejercicio. 


Observación 


: El teorema precedente establece la invarianza 


del rango de una matriz, con respecto a las transformacio 
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nes elementales que sobre ella se efectúan. Esta idea, con 
juntamente con el teorema 5.2, proporcionan un método expe 
dito para determinar el rango de cualquier matriz. Justi- 


ficaremos esta afirmación proporcionando un ejemplo. 


Ejercicio 


Determinar el rango de la matriz 


1 2 5 -4 3 
as|3 2 11 -4 5 | 
1 -4 -1 8 -3 j 
Sol: Determinaremos el rango pedido, efectuando sobre la 
matriz A, transformaciones elementales-columnas. Sumando 


a la cuarta columna la segunda previamente multiplicada 


por 2 y restando a la quinta la segunda, resulta: 


Restando a la Gltima columna la primera y restando a la ter 
cera la suma de la segunda m&s la primera previamente mul- 


tiplicada por 3, tenemos la matriz: 


a4 a A A A \ 
L a v U U Y 
c= 3 2 0 0 0 


H 
j 
H> 
o 
o 
o 
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Ahora como las columnas primera y segunda son linealmente 
independientes, tenemos rango (C) = 2, Finalmente como las 
transformaciones elementales no alteran el rango de una ma 
triz, resulta: rango (A) = rango (B) = rango (C) = 2. 
Obtenida la matriz C, también puede concluirse que 


rango (C) = 2, haciendo uso del teorema 5.2, pues tenemos 


A 2 
det ( =z -4 # 0 
263 


y adem4s, todo determinante de orden superior a dos, es nu- 


lo. 


DEF 5.7. 
Se llama matriz elemental, toda matriz que puede 
obtenerse efectuando, un número finito de transformaciones 


elementales, sobre una matriz unidad. 


TEOREMA 5,4, 


Toda matriz elemental es no singular 


Dm 
Sea A una matriz elemental de orden n. Como ella puede 
obtenerse por transformaciones elementales desde la matriz 
unidad de orden n, ella debe tener rango n. Ahora para que 


A tenga rango n, como A es cuadrada de orden n, debe tener 


se det (A) #4 0. Así, A es matriz no singular. 
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TEOREMA 5.5. 
Cada transformaci6n elemental-rengl6n sobre una 
matriz A, puede obtenerse premultiplicando A, por una matriz 


elemental. 


Dm 
Para simplicidad de escritura, tomemos una matriz A de 
tercer orden y efectuemos las siguientes transformaciones- 


renglones: 


a) Permutación del primer renglón con el segundo: 
0 1 0 
1 0 0 a 


w 


aji 312 313} S21 02°" 393 
21 22-23 |= | ride 21g TALS 
Vo o 1/laz, az ay, \ a31 aso 833 / 
b) Multiplicación del tercer renglón por un escalar p, 
no nulo. 


1 0 1% /%1 Ayn 443 a11 12 313 


A Got ao e E 
0.0 P/ da 4832 933/ 1P%31 P232 P233 
c) Sumar al primer renglón el tercero previamente multi- 


plicado por un escaiar p. 


1 0 PY/%1 2 %3 
O 1 0]|| ay % 8 


A ay Mice ae 
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Observación 

Sin duda que lo presentado como demostración 
del teorema precedente, no es propiamente una demostra- 
ción, sino un simple ejemplo aplicado a matrices de tercer 
orden. Nos justificamos diciendo que ello se hizo en bene 


ficio de la claridad del contexto. 


Para obviar esta situación rogamos al lector, 
tomar matrices de orden n y en lugar de hablar de primer, 
segundo o tercer rengión, use la terminología renglón de 
orden i, de orden j, 6 de orden k; entonces creemos queda 


rá eliminada toda inquietud. 


TEOREMA 5.6. 
Cada transformación elemental-columna sobre una 
matriz A, puede obtenerse posmultiplicando A, por una ma- 


triz elemental. 


om 


Idéntica a la dada en el teorema anterior. 


TEOREMA 5.7. 


Si una matriz cuadrada no singular A, se reduce 
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a la matriz unidad I, mediante premultiplicaciones por las 
matrices elementales Mie Mo Mzrocoros My la matriz recí- 
proca at de A, se obtiene premultiplicando I por dichas 


matrices. 


Dm 
Por hipótesis tenemos que: 


M, M, M, A= I 


Mk KT AS 3 2 1 


Ahora como A es no singular, existe a Posmultiplicando 


la igualdad anterior por Al, resulta: 
HUM quisas My My A 


conclusión que demuestra la tésis. 


Observación 
El teorema precedente nos proporciona un proce- 
dimiento muy práctico para determinar la matriz recíproca 


ani, de una matriz no singular A. En efecto, de acuerdo a 


1 bas 


lo demostrado enel teorema anterior, para obtener A 
tará efectuar sobre ia matriz unidad I, las mismas trans- 


formaciones-rengiones que son necesarias para reducir A a I. 


Aclaremos estas ideas con un ejemplo, indicando 


en 61, un adecuado esquema de cálculos. 


Ejercicio 


Determinar la matriz inversa de: 
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Se FL 
A= -4 Lo ¡HL 
2 0 1 


como esquema de cálculo dispondremos las matrices A eI en 
la forma (A | 1) y mediante transformaciones-renglones, que 
operarán simultaneamente sobre A e I, trataremos de reducir 
las a la forma (I | B). Entonces, de acuerdo al teorema 5.7. 


tendremos B = A! 


(A | I) = [-4 1 -1 0 1 0 


2 0 1 0 0 1 


1 
N ui 
i] 
PP N 
o o 
o pa 
He o 
e op 
AS a —_ 
[ea] 
p 
+ 
N 
m 
N 


1 0 0 T 23 
0 1 0 2055.9 = (I | a+) 


0 0 1 =2 -4-5 


Sin dificultad, por simple multiplicación matricial puede 
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comprobarse que: 


1 2 3 
at e{ 2 5 7 
-2 -4 -5 


TEOREMA 5.7. 

Si una matriz cuadrada no singular A, se reduce 
a la matriz unidad I, mediante posmultiplicaciones por las 
matrices elementales Ny» No» Nj: a Ny" la matriz recí- 
proca a? de A, se obtiene posmultiplicando I por dichas ma 


trices. 


Dm 


Identica a la dada en el teorema anterior, se deja como 


ejercicio. 


Observación 
Este teorema, tal como el anterior, proporciona 
un medio para determinar la matriz recíproca no de una 


matriz no singular A, operando con transformaciones=columnas. 


EJERCICIOS 


rifique que para las matrices 


cl) +) 


Se tiene: r(A + B) < r(A) + r(B) 
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2.- Determinar el rango de las matrices: 


A 


nà 


7 4 4 1 3 
\ 
\ 6 7 2 I3 


3.- Verifique que para las matrices 


d+) 


V2 4 j ead) 43%, 


N 
ps 
ps 
~J 

2 


=3 
10 3 9 -2 i; 


Se tiene: r (A + B) = r (A) + r (B) 
4.~ Sean A y B matrices del mismo orden m x n, demuestre 
que: 


) r(A + B) 


Sr i =$ Are 


A 
Le] 
ox 
Dy 
me 
+ 
la] 
am 
te] 
a 


b) r(A + B) > |r(A) - r(B) | 

5.- Sea A matriz de orden m x n sobre el cuerpo de los com- 
plejos. Demuestre que: r(A) = r(A“) =r (A) = r(A*) 

6.- Sea A matriz de orden m x n sobre R. Sea P de orden 
mx m y Q de orden Q de orden n x n, ambas no singulares. 
Demuestre que: r(A) = r(PA) = r(AQ) = r(PAQ) 

7.- Sea A matriz no-singular de orden n, multiplicable por 
la matriz B. 

Demuestre que: r(AB) = r(BA) = r(B) 


8,- Determine dos matrices A y B tales que: r(AB) = mín 


ír(A), r(B)) 
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9.- Determine Jos matrices A y B, tales que: 
r(AB) < mín {r(A), r(B)) 
10.- Sea A matriz multiplicable por B, demuestre que: 
r(AB) < mín {r(A), r (B)}. 
11.- Sean ay #0 para i = 1, 2,....,ny by XA 0 para 
j= 1, 2, 3, eeee n., Demuestre que el rango de la 
matriz X= (a,b5), es uno. 


t 


6.- EQUIVALENCIA, CONGRUENCIA Y SIMILITUD DE MATRICES 


DEF 6.1. 

Una matriz A de orden m x n es equivalente a una 
matriz B de orden m x n, si y sólo si, existen matrices 
no singulares, P de orden m y Q de orden n, tales que: 


A=PBO 


Para indicar que A es equivalente con B pondremos: A vw B 


TEOREMA 6.1. 
La equivalencia de matrices es una relación 
de equivalencia. 
Dm 
Para establecer la tesis debemos probar que la equíva- 


lencia de matrices es refleja, simétrica y transitiva. Si 


A es de orden m x n, tomando P = Ia yQe La’ resulta: 


Tn A ILa = (In A) La =AI =A 


lo que nos indica que AV A. Ahora si A es equivalente con 
B, (AcB) tenemos: 

A= PBQy como P y O son no singulares resulta: 

B = P7] a o`l; igualdad que nos muestra que B es equiva- 


lente con A, O sea (B V A). 


Finalmente supongamos que A es equivalente con B 
y que B es equivalente con C, entonces tenemos: A = P BO 


y B= RCS de donde: 


y como las matrices (PR) y (SQ) son no singulares, vemos 
que la equivalencia es transitiva, O sea: AY By BC, 


implica A% C, 


TEOREMA 6.2. 

La matriz A es equivalente con B, si y sólo si, 
A puede obtenerse desde B por un número finito de transfor 
maciones elementales. 
Dm 


Supongamos que A es equivalente con B, entonces: 
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A= PBQ. Ahora como P y Q son no singulares, ellas pue- 
den obtenerse desde matrices unidades, mediante transforma 


ciones elementales, o sea: 


Mk Maud eeeceeeceanereever M3 My My Ian ae 
I, Ny No N3 LEE SE SE SE SE SE ZE SE E Nii N; = Q 


Reemplazando estas expresiones en A = P B Q, queda: 
A = Me My uy LEE SE EE SE SE SE SE] M3 My B Ny N, .L9..0. Nizi Na 


lo que nos indica que A puede obtenerse desde B por trans 
formaciones elementales. 


La proposición recfproca es inmediata 


TEOREMA 6.3. 
Dos matrices A y B del mismo orden, son equi- 
valentes, si y sólo si,tienen el mismo rango. 
Dm 
Si A y B son equivalentes, una cualquiera de ellas puede 
obtenerse desde la otra, por transformaciones elementales 
y como el rango es invariante a dichas transformaciones, 


se concluye que A y B tienen el mismo rango. 
La proposición recíproca la dejamos al lector. 


Terminaremos estas ideas presentando las nocio 


nes de congruencia y similitud de matrices. 
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DEF 6.2. 
Dadas dos matrices A y B de orden n, A es congruen- 
te con B, si y sólo si existe una matriz regular P, tal que: 


A=PBpP*, 


De esta definici6n resulta inmediato que la congruen 
cia de matrices es un caso particular de equivalencia, pues 


A congruente con B, (A x 3), implica: 
A=PBQ con Q=P 


De aquí entonces que: 
a). La congruencia es una relación de equivalencia. 
b). Si A es congruente con B, (A % B), A puede obtener 
se desde B, mediante un número finito de transfor- 
maciones elementales. 
c). Dos matrices A y B congruentes, tienen el mismo 


rango. 


La congruencia de matrices es de importancia bási 
ca en el estudio de las formas cuadráticas y de las formas 


bilineales. 


Finalmente definiremos otro caso particular de equi 


valencia (A = P B Q), la similitud, que se obtiene tomando 


Eo 
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DEF 6.3. 
Dadas dos matrices A y B de orden n, A es similar 
con B, si y sólo si, existe una matriz no singular P, tal 


que: A=PA pri, 


Considerando que la similitud de matrices es un ca 
so particular de equivalencia de matrices, podemos afirmar 
que: 

a). La similitud de matrices es una relación de equiva 
lencia. 

b). Si A es similar con B, (A&B), A puede obtenerse 
desde B, mediante un número finito de transforma- 
ciones elementales. 


c). Dos matrices A y B similares, tienen el mismo ran- 


go. 


7.- ECUACIONES LINEALES 


DEF 7,1. 
Se llama ecuación lineal para las incógnitas 


s.ocoos Xo sobre un cuerpo K, toda ecuación de la 


tos... + ax, =b (1) 


y b son elementos del campo K. 


aX; + aX, 


de donde a a iaa 
LAO sn 
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Los elementos a, son los coeficientes de las inc6éqni- 


tas Xir y b es el tërmino constante. 


Particularmente si el 


término constante b, es el elemento nulo del cuerpo K, la 


ecuación lineal toma la forma: 


Xa t àno t 


aX 2%) eevee 


+ ax. = 0 


nn 


y pasa a llamarse ecuación lineal homogénea. 


DEF 7.2. 


Una solución de la ecuación lineal (1) es todo con 


junto (y + Dar serres a) de elementos del cuerpo K, tales 


ue: a, A, + a, GA, + woeee ta A = hb 
q Dad 2032 : n °n 
DEF 7.3. 
Un sistema lineal de m ecuaciones para las incógni 


tas: Xy 1 Xoe a Xp? sobre un cuerpo K, es todo conjunto 


de m ecuaciones de la forma: 


Particularmente si: 1 


sistema (2) es lineal homogéneo, 


DEF 7,4. 
Fs solución del sistema (2) 


(a,r Gye os... a) de elementos de 


in n 1 
oon Na (2) 
+ ann*n = Bm 
= by E Bm = 0 el 


todo conjunto 


K, que sea solución de 
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cada una de las ecuaciones del sistema. 


Si el sistema (2) admite por lo menos una solución, 


él es compatible; si no admite ninguna solución, es imcom- 


patible, 


Un sistema compatible es determinado si admite una 


solución nica, contrariamente si admite maf de una solu- 


ción, él es indeterminado. E 


1) Determinado 


a) Compatible < 
2) Indeterminado 


Sistema 


Linea 
b) Incompatible 


DE , Un sistema homogéneo es siempre iii pues el 
conjunto (0,0, ....., 0) de elementos de K, es: “solacién. 
Esta soluci6n, se llama soluci6n trivial del sistema y cual 


quiera otra solución se dirá, no trivial. 


DEF 7.5. os 


Se llama matriz del sistema (2) a la matriz A = (ay) 


de orden mx n, formada por los coeficientes de las incógnitas. 


Se llama matriz ampliada del sistema, (2) a la matriz: 
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aii 12 e026 Oc 8 6 an ba 
mn a34 ana o@oee ta Bon b, 
A ES sen ce cate cm m uoe Aob ome UE e SE CE RO ORE em OE ab Sie ete ume ca amo 
Amt m2 too... mn Bn 


t t 
E = (Xy 0 Xo 8 oococp x) y B = (by » bos a ba? 


el sistema (2) se expresa matricialmente por: A = 8 (3). 


Observación 

A continuación, nos preocupamos del problema fun 
damental en el estudio de Tos sistemas lineales. Este pro= 
blema consiste esencialmente en: Dado un sistema lineal de 
m ecuaciones con n incógnitas, determinar en qué condiciones 
es compatible y en cuáles es incompatible, además, en el pri 


mer caso tratar de obtener todas las soluciones. 


Consideramos inicialmente el caso más simple, en 
que el número de ecuaciones (m) es igual al número de incóg 


nitas (n). Un sistema tal, lo llamaremos sistema de Cramer. 


TEOREMA 7.1. 
Un sistema lineal A — = B de n ecuaciones con n 
incógnitas y con matriz no singular dal A 0), es compatible 


y determinado. 
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Dm 
Como A es. matriz no singular, existe la matriz recfproca 


E Premultiplicando la ecuación dada: AE = 8 por A`}, 


lg y como ay) es única para cada matriz no 


tenemos: E = A` 
singular dada A, queda probado que el sistema A — = 8, tie 


ne solución única, O sea Él es compatible y determiando. 


Corolario 1 
Si el sistema homogéneo A € = 0, tiene matriz 


regular, su única solución es la solución trivial. 


Observación 

La solución que hemos encontrado para el siste 
ma A¿ = B, tiene una expresión simple y muy cómoda en las 
consideraciones teóricas referentes a sistemas lineales. 


Para presentarla tomaremos la definición siguiente: 


DEF 7.7. 

Dado el sistema A € = 8, se llama matriz de la in 
c6gnita Xin a la matriz cuadrada A; que se obtiene de reem 
plazar en la matriz A del sistema: la columna de los coefi 


cientes de x; por la columna de los términos conocidos by: 


Corolario 2 
Si el sistema de Cramer AZ = B tiene matriz no 


singular, su solución está dada por: 
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det (A, ) f det (A,) 7 det (A,) 
Xy = Xo = mamenn soso... e A AE 
det (A) det (A) det (A) 
Observación 


_Estudiados los sistemas de Cramer, podemos pasar 
a considerar los sistemas lineales de m ecuaciones con n in 
cógnitas. Al respecto, el teorema fundamental que veremos 
a continuación es conocido bajo el nombre de teorema de 


Rouche-Frobenius-Capelli. 


TEOREMA 7.2. 

| Una condición necesaria y suficiente para que 
el sistema lineal AE = 8 sea compatible, es que el rango 
de la matriz A del sistema, sea igual al rango de la matriz 


ampliada A. 


E 


Si el sistema AẸ = B es compatible, admite por lo menos 


Xor Xa, acca x,), y entonces tenemos: 


51. 


Esta igualdad nos indica que la columna de las 
vw 
b, de la matriz ampliada A es combinación lineal de las n 
mv 
columnas precedentes de ella; así las matrices A y A tienen 


igual rango. 


Recíprocamente, haremos ver que si las matrices 


mv 
A y A tienen el mismo rango r, el sistema tiene solución. 


En efecto, sea M un menor no nulo de orden r de 
nr 
la matriz A. Como A y A tienen igual rango, M será también 


GY 
menor no nulo de A, 


Sin restringir generalidad podemos suponer que 
M está formado por las r primeras columnas y los r primeros 
renglones, pues disponemos del orden de las incógnitas y 


del orden de las ecuaciones. 


De acuerdo a lo precedente, cada uno de los (m-r) 
renglones restantes de la matriz A, es combinación lineal 
de los r primeros renglones y entonces lo mismo ocurrirá 
con las (m-r) últimas ecuaciones con respecto a las r pri- 
meras. Siendo ellas, combinaciones lineales de las r prime 


ras, podrán suprimirse, quedando el sistema en la forma: 
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x 


Aa, X b. a, o GEE as mney er er SAX 
irr 1 1lr+1 “r+1 lr n 


854*1 + a29*) + 2000 + ari r = bo = 2)r+1 Xrti = o.o.[. “asy n 


+ 0000 + x >A 
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a.x, + ä_aXa + nto been >a xXx =b -~ āä x o dto te 
ri”1 r2° 2 rr r r rr+1 “rei F rrn 


Este sistema, para cada conjunto de valores arbitra 
rios que asignemos a las variables EY Xpp3 2.2.0 Xn 
resulta ser un sistema de r ecuaciones con r incógnitas y de 
terminante no nulo, el cual sabemos tiene solución única, (Sis 


tema de Cramer), así el sistema es determinado. 


Corolario 1 


A; 
Un sistema es incompatible si y solo si r(A)#r(A). 


Corolario 2 


in 


3 2 
hf > il 4 HOGS ECO 


efecto siempre rango (A) = r (A)) 


Corolario 3 
Si en un sistema compatible, r(A) es igual al nú- 


mero n de variables, el sistema es determinado. 


En efecto si m = n, el sistema es de Cramer con 
determinante principal no nulo. Sim > n, hay (mən) ecuacio 


nes que son combinaciones lineales de las otras y por lo tan 
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n = r(A) ecuaciones, con determinante diferente de cero. 


Corolario 4 
Un sistema homogéneo con rango igual al número 
de variables, sólo admite la solución trivial. (En efecto 


se cumple el corolario anterior) 


Corolario 5 
Si en un sistema compatible el rango r(A) es me 
nor que el número n de variables, el sistema es indetermina 


do, 


En efecto en tal caso sim > r(A) se puede su- 
primir (m-r) ecuaciones que son combinaciones lineales de 
las r linealmente independientes. Se obtiene así un siste 
ma de r ecuaciones con n variables. Siendo n > r, se dispo 
ne (n-r) incongnitas que se pondrán en el segundo miembro, 
obteniéndose así un sitema Cramer de r ecuaciones con r va 


riables y (n=-r) indeterminadas en el segundo miembro. 


Corolario 6 
Un sistema homogéneo con n variables tiene solu- 
ción distinta de la trivial si y solo si r{A)>n. (En efec 


to se verifica el corolario anterior) 
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Terminaremos estas ideas presentando algunos ejem- 


plos . 
Ejemplo 1 
Para diferentes valores reales de k, discutir el 

sistema: 
kx + y + 2z= 1 XxX + ky +2 = k xtyt+kz= k? 
Solución 

Llamando A, la matriz del sistema, tenemos 
det (A) = k? - 3k + 2. Este determinante se anula para 


k = 1 y para k = -2. 

Cuando k = 1, el sistema se reduce a una sola 
ecuación: x + y + z = 1. En este caso el sistema admite 
infinitas soluciones dada por: x =l-y =< 2. 

Cuando k = -2, el sistema se transforma en: 

“2x +y +221 x -2y + z = -2 x+y 2z = 4 
que no admite solución, pues se puede verificar sin difi- 
cultad que: r(A) = 2 y r(X) = 3, 

Finalmente para cualquier k diferente de 1 y de (-2), 

tenemos det(A) # 0. El sistema es entonces de Cramer y ad 


mite una y slo una solución 


Ejemplo 2 
Para diferentes valores reales de k, discutir el, 


sistema: 
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Solución 
Como el sistema tiene solamente tres variables, el 
rango de su matriz A, deberá ser 3_a lo más, Ahora el de= 


% 
termiannte de la matriz ampliada A, es: 


1 -1 0 2 
0 k 1 0 

det(A) = = 2k? + 3k = 2 
> Oeke 
1 1 1-1 


Entonces, de acuerdo al teorema de Rouche=Frobenius, el sis 
tema es incompatible para det (A) = 2k? + 3k = 2 # 0, pues 
en tal caso tenemos r(A) < 3 y r(X) = 4 

Veamos que ocurre con r(A) cuando det (A) = 2k% + 
3k =~ 2 = 0, es decir para k = -2 y para k = 1/2 

Facilmente se verifica que en ambos casos se tiene 


r(A) = 3, así en ambos casos el sistema es determinado y sus 


soluciones son: 


x, = 1/2 Xo = = 1/2 x3 = oj] para k = =2 


x, = 7 1/3 X, = = 4/3 X}, = 2/3 para k 1/2 


2 
Resumiendo tenemos: 
a). El sistema es incompatible para {k A -2 y k A 1/2) 


b). El sistema es compatible para k = -2 y también para 


k = 1/2, En estos dos casos además es de 
Ejemplo 3 
Dado el sistema lineal: 
k x = 6y = 5k = 3 2x + (k = 7)y = 


ter 


minado. 
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9 


29 - 7k 


determinar k para que el sistema sea: (a). Incompatible. 


(b). Indetermindado. 


Solución 


Para que el sistema sea incompatible, debe verifi- 


carse que r(A) A r(A). Ahora como: 


fk 6 K k -6 5k=3 ` 
A= ) A= 
2 k-7 2 k-7 29 = 7k 


It 


determinemos k, de modo que: det (A) 


condición: 
2 


det (A) ele 


Para k = 4, tenemos: 

a 4 -6 17 A 

A= ) luego r(A) = 2 # r(A) 
2 -3 1 

Asi para k = 4, el sistema es incompatible. 

Para k = 3, tenemos: 


A= luego r(A) = 1 = r(A) 
2 =4 8 


= 7k + 12 = 0 nos dazk = 4 y k 


0 y det (A) # 0. La 


Asi para k = 3, el sistema es compatible. Como él se re- 


duce a: x = 2y = 4, nuestro sistema resulta indeterminado. 
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Sus infinitas soluciones estan dadas por: (x = 4 + 2a, y = a) 


siendo a un real cualquiera. 


EJERCICIOS 


1, Usando operaciones elementales, resolver: 


aj. 4%, ~ 2x, + x, = 6 b)» 8%, ~ 2x, ~ 5X, = 9x, 18 


1 2 3 1 2 3 
2%, - X3 +2x, = =7 2x5 == XX" X37 4x, = 9 
Xy - 3x, ~ X3 = 11 Ax, + 0 = 3x3 = X4 = 0 


2. Determinar k, de modo que el sistema: 
4x, - kx, =x = 1 kx, = X, + 3x3 = 2 “Xy +x, = 3X3 = =] 
tenga: (a). Una y solo una solución. (b) Infinitas solu- 
ciones. (c) Ninguna solución, 
3. Estudiar el sistema homogéneo: (Corolario 4) 
x+y+22=0 — 4x + 5y + 2z = 0 
2x + y -3z = 0 x= y = 0 
4, Estudiar el sistema homogéneo: (Corolario 6). 


2x + 6y + 52+ t= 0 ~x + 6y + 2z + 3t = 0 


x + dy + 32 +2t 0 3x =~ 8y- 2+ 4t = 0 


5. Determinar la constante real k, de modo que el sistema 


(1 - k)x + y + z=0 
2x+ (2-k) y + 2220 
x + y+ (1 = k) z= 0 


tenga soluci6n distinta de la trivial. (Corolario 6) 
6. Usando el teorema de Rouché-Frobenius, demuestre que el 


sistema: (5 ecuaciones) 


10. 


11. 


12, 


x - Sy + z= 4 2x + y-2z= 1 x + 6y ~ 22 = 


4x - 9y +z = 9 


es incompatible. 


Determine los valores de a que hacen incompatible al 


sistema: (3 ecuaciones) 
3x =- ay + 2z=a-w-il 

x + 3y =- (a~ 1) z=0 
Dado el sistema (4 ecuaciones) 
X-y+z= 7 


“x+y +2 = 3 


x = l6y + 4z 


x bh y= 


= 8 


2x ~ 5y + 3z = 1 


z= 1 


2x + ky = 4z =k 


determinar k para que êl sea compatible, 


Dado el sistema (4 ecuaciones) 
3x - 7y =a 5x = 13y 


x+ y=b x+ 2y 


5a = 2b 


atb-=1 


determinar a y b para que sea compatible 


Determine los valores de k, de modo que el sistema: 


ax + by = k? 


xX+y=k 
sea compatible, siendo a # b 
Determine a para que el sistema 

x + aty +a= 0 ax + y + a? = 0 
sea compatible 

Estudiar el sistema 


ax + by = 1 zap? 


según sean los valores de a y b. 


2 


2 


3 


ax+tbye=k 


3 
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13. 


14, 


15. 


16. 


17. 


Discutir el sistema: 
ax + by +221 x + aby + z= b x + by + az= 1 


para diferentes valores de a y b. 


Determinar los valores de k en el sistema: 
(k + 1)x+ y + z =k? + 3k 
x + (k + 1)y + 2 =k? + 3? 
x+ y + (k + 1)2 = kê + 3k> 


para que el sistema sea: (a). Determinado (b). Indeter 
minado. | 

Dado el sistema: 

ax + 2z = 2 5x + 2y = 1 x =- 2y + bz = 3 

con a y b enteros positivos, determinar a y b para que 
el sistema sea: (i) Compatible. (j) Incompatible. (k). 


Resuélvalo cuando sea indeterminado. 


Demostrar que si el sistema: (4 ecuaciones) 
=x + by + cz + dt = 0 ax + by - z+ dt = 0 
ax- y + cz + dt = 0 ax + by + cz= t = 0 


tiene solución diferente de la trivial, se verifica que: 


a/(1 + a) + b/(1 + b) + c/(1 +c) + d/(1 + da) = 1 


Demuestre que el sistema homogéneo: 
x+ y-alz+u) = 0 a(x - y) = (z= u) =0 
x + y - blíz- u) = 0 b(x = y) = (z - u) = 0 


tiene solución diferente de la trivial y ella está da 
da por: x/(1 + ab) = y/(1 - ab) = z/(a + b) = u/(b = a) 
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DEF 8.1 

e. 


Llamaremos vector, toda matriz columna. 


Los vectores, o sea las matrices columnas, para dife 
renciarlas de las otras matrices, las designaremos por letras 
griegas. Particularmente cada vector nulo será designado por 


9 


DEF 8.2 
Dada una matriz cuadrada A = (as y) de orden n, un vec 
tor propio de ella, es todo vector no nulo ¿€ k’, tal ques 


A —& = t E, para algún escalar t. 


Ejemplo 8.1 
1 2 È t 
La matriz A = 4 37° tiene a, E = (1,2)”, como 


vector propio, pues: 
ael DG) = Gë) =s} s e 


TEOREMA 8.1 


Un vector propio € de una matriz cuadrada A, de- 


termina de manera única el escalar t, tal que: Af =t £. 


om 
Supongamos que al vector propio E corresponda dos escala- 


res ti y t, tales que: AE = të y Af = toe, entonces res= 
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tando resulta: (t, - tE = 8, y como £ no es nulo, queda: 


AL 
DEF 8.3 


Un escalar t es valor propio de la matriz cuadrada 


A si y s6lo si, hay un vector no nulo €, tal que: AE = të 


TEOREMA 8.2 
Un escalar t es valor propio de una matriz cua- 


drada A, si y solo si:det(A - tI) = 0 


Dm À 
Sea t valor propio de la matriz cuadrada A, entonces exis 

te un vector no nulo £, tal que: AE = t£. 

Considerando que E = I'—, la igualdad precedente se expre= 

sa por: (A ~ tI)& = 8 y pasando a lenguage escalar tenemos 


el sistema lineal homogéneo: 


(aj, 7 t) x, + Ayn Xy + ooo... + ain Xp = 0 
a31 X1 + (ayo - k)x, ER F Gon Xa * 0 
a31 X1 + A a es Sone ne 
aal Xy + an2 Xy + o...0. + (aan - tx, = 0 


que por hipotésis tiene solución: £ = (x, Xoo 00000 ne) 
no nula. Así su determinante debe ser cero, o sea, t es tal 


sue det(A = tI) = 0. 
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Recfprocamente si det(A - tI) = 0, el sistema: (A - tI)&= 8 
tendr&por lo menos una solución E, distinta de la trivial, es 


decir, hay un vector no nulo £, tal que AE =t E. 


Ejemplo 8.2 


Determinar los valores propios de las matrices: 
a 2 1 -2 
oe E na 
4 3 1 1 


De acuerdo al teorema precedente los valores propios 


Solución 


de una matriz A son las raices t de la ecuación: det(A = tI)= 0 


Así: A - tI =(1 o o are xa) 


~ 4t -5 = 0, nos dá los valores 


tt 
tt 


Entonces: det(A - tI) 
propios: t, = -ly to = 5, 


Analogamente para la matriz B, tenemos: 


1 ~2 1 0 1-t ~2 
ADA 
1 1 0 1 1 l-t 


2 


Entonces: det (B - tI) = t” -2t + 3 = 0, nos da los valores 


propios: t, = 1+ ivZ y t, = 1- iv2, 


DEF 8,4 
La ecuación característica de una matriz cuadrada A, 


es la ecuación det(A ~ tI) = 0. 
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Desarrollando la ecuación caracteristica o seas 
811 a t Aas 813 200690020 ain 
a31 a) == t a33 00000. Aon 


a = 0 


oa + 
3n 


831 Ags 233 = BOP 5906 


RO. FED AR. OF CICA EAD GNP CD CRE CFD CUD GND, GUR TINE, RO aD CHER GED OPM SH GEN Goes ND CRE oN CED GED CRE can 


aal an2 a3 esses App + 


según potencias de (-t), ella toma la forma: 


n 


(=t) + Py (e) noi + Po (-t) 2-2 hooo t Pn-1 (=t) + Ph = 0 


Obviamente, de acuerdo al teorema 8.2 las rafces de es 


ta ecuación son los valores propios de la matriz A. 


DEF 8.5 
La suma de los elementos de la diagonal principal de 
una matriz cuadrada A es la traza de la matriz y se designa 


por: tr(A) = ail + 822 + azg t ooooo + Arn 


TEOREMA 8.3 
Para toda la matriz cuadrada A = (ajj) de ecua= 


ción característica: 


n-1 y n=2 


(e? + Pi (-t) + P3 (=t + soo +p =0 


se tiene: 


n n 
S = y eS a = , = det (A 
a). Py ae tr (A) b); Pr T tj et (A) 


Dm 


cm 


Considerando las relaciones que existen entre las raíces 
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E; de la ecuación y sus coeficientes, resulta inmediato que; 
; n 
p, = E y PEL E (1) 
i j=1 J n j=1 J 
por otra parte de acuerdo con la ecuación característica de 


la matriz As 


aji 7 t 81) 3,3 c.000 ain 
Aoi 272 = t 233 e... ooo Gon 

= 0 
a31 439 433 = t 0000. A3n 
221 an2 443 oe o 8 0 ann = t 


‘ n «I - 
se observa que los términos en t? y t™”* provienen nica- 


mente del producto: (ay, - t) (ago ~ t) (a33 ~ t) s2090 lahn = t) 


que desarrollado nos da: 


n-1 


nn n-1 
(1) t + (-1) t (ayy + a32 doors Ann? +o 83% 


luego: 


+a tee +a = tr (A) (2) 


Pye = aji 22 nn 


Finalmente el término Ph’ independiente de t en la ecua 
ción característica det (A - tI) = 0, se obtiene haciendo 


t = 0, asf resulta inmediato que: 
DA det (A) (3) 


Resumiendo las conclusiones obtenidas en (1), (2) y (3), 
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queda: 
tyr (A) =t + t, + cosoo + Ci 
det (A) = ti © t, 2 0090000 o tn 
Corolario 


Una matriz es singular si y solo sí tiene a cero co 


mo valor propio. 


Ejemplo 8.3 
: dey 32 
Para la matriz A =(, 3) tenemos: 
traza (A) = 1+ 3 = 4 y det(A) = -5. Ahora la ecuación carac 
terística de esta matriz es det(A = tI) = t? = ĝt =- 5 = (=t) 2 
+ 4(=t) = 5, entonces: Pi = 4 = tr(A) y Po = =5 = det(A). Fi- 


nalmente como los valores propios de A son ti = -1 y t, = 5, 


tenemos: tr(A) = t, + t, = 4 y det (A) = ty t, = =5 


TEOREMA 8.4 
Las matrices cuadradas A y at tienen los mismos 


valores propios. 


Dm 
Sabemos que un escalar t es valor propio de una matriz cua 

drada A, si y sólo si: JA = tI] = 0. Por otra parte tenemos 

que: 

det (Av - tr) = det (at = tI”) 

det (A - tz)* = det (A = tI) =0 
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resultado que nos asegura que t es valor propio de An si 


y sólo si es valor propio de A, 


Ejemplo 8,4 
Determinar los vectores propios de las matrices: 
1 -1 1 1 4 4 
A=[4 0 -1 Beet: For 129 
4 -2 1 1 -1 1 


Solución 


La ecuación caracterfstica de la matriz A, es 


3 2 


det(A = tf) = -t` + 2t* + t = 2 = 0. De aquf se obtiene 


facilmente ty = 1, to =2y t3 = ¿Lo 


Llamando a = (x, y, 2)* vector propio asociado al 


valor propio ti = 1, debe verificarse que: Aa = ta, o sea: 


Aa - A = 6, es decir: 


i -1 1 x x x- yra x 0 
4 O-lLif y J-| y | =| 4x + Oy - 2 |- y |= 0 
4 -2 1 z z 4x - 2y + z z 0 
Así tenemos el sistema homogéneo: 
=y+z=0 4x - y-=z=0 4x = 2y = 0 


que por tener matriz singular admite soluci6n diferente de 


la trivial. Resolviendo se encuentra: (x = x; y = 2x; z= 


67. 


luego @ es de la forma @ = (x, 2x, 2x). Tomando por agrado 


x = 1, se obtienes a = (1, 2, 2). 


Analogamente, llamando B = (x, y, z)* al vector propio, 


asociado al valor propio ts = 2, se encuentra el sistema: 
X+y=oz=0 4x = 2y = z= 0 
cuya familia de soluciones es: (x = x; y = x3 Z = 2x). Asi 


el vector B es del tipo B = (x, x, 2x). Particularmente pue 


de tomarse B = (1, 1, 2) 


Finalmente para el valor propio t = -i, se encuentra 


y = (0, 2, 2) y particularmente se puede tomar: y = (0, 1, 1). 


Se puede comprobar facilmente que los vectores propios 


a, 8 y y determinados, son linealmente independientes. 


Terminaremos observando que los valores propios de at 


son tambien 1, 2 y (-1) y dejando al lector la determinación 


de los vectores propios. 


TEOREMA 8.5 


Si t es valor propio de A, correspondiente al vec 
tor propio €, entonces, tP es valor propio de aP’, asociado 


con €, siendo p entero positivo. 


IM 


Se hará por inducción. Llamando E un vector propio de A, 
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asociado al valor t, para p = 1, tenemos: 


Supongamos entonces que para p = k tenemos: ake = ENE, re- 
sulta asf: 


k 2 ¢ktl - 


aktl £ = aca €) = ace® E) = tk (a £) 


que nos indica que Et, es valor propio de la matriz Arte 


TEOREMA 8.6 

Si t # 0 es valor propio de la matriz no singular 
A, asociado al vector propio —, entonces ¿71l es valor propio 
de la matriz recfproca ai, correspondiente al mismo vector 


propio £. 


En la hipótesis que A € = t E , debemos demostrar que 
i aero E para ello premultiplicando la hipótesis por 


mo, queda: 


-1 -1 -1 


alat =tal E, osea: tesa te 


Corolario 
Si t # 0 es valor propio de la matriz no singular 
A correspondiente a E, t P es valor propio de la matriz aP, 


para el mismo vector propio €. 
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En efecto: ATPE= (a™l)Pg = (t71)Pe = Pe, 


DEF 8.6 


Dado un polinomio: q(x) = ag + aX + cove + apx” 


donde Agr Aye Agr °+eees a, son elementos de un cuerpo k, 
se llama polinomio matricial en A, siendo A una matriz cua 


drada con elementos en k, a la expresi6n: 


er ae ee ae eee a, a”, 


q(A) = ay! +a 2 


1 


TEOREMA 8.7 

Sean ty toe t37 ..oos the distintos o no, los 
valores propios de una matriz A de orden n, sea q(A) un 
polinomio en A, entonces los valores propios de q(A) son: 


alti)» alta), alta), Beh tang q(t) e 


Dm 


Se deja como ejercicio. 


TEOREMA 8.8 
Los vectores propios Er» E oo. Ep de una matriz 
A, correspondientes a los valores propios diferentes ty toe 


seee E, son linealmente independientes. 


Dm 


curas 


Se hará por inducción completa. Obviamente el teorema 


se verifica para p = 1. Aceptemos entonces que la tésis 
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E ES! ER E son linealmente independientes, 


Supongamos que eae bor .oo.so Em son linealmente depen 


dientes, entonces existen números aye no todos nulos, tales 


que: 
A Bare ee o: IA 7 
entonces: 
m=1 m=1 m-1 
Aa O Rens aa as 
Ademas, por otra parte se tiene: 
m-1 m=-1 
$ Em = Em Em 5 Em mA ak Ek E a ta ak pi 
Restando miembro a miembro resulta: 
m=-i1 m=1 m-1 
A O Be See peg (tk T tm ak Ex 


y puesto que t, # ta Y no todos los a, son nulos, se conclu 


ye que los vectores Er Er Ez: a OG son linealmente 


m=1 
dependientes, lo que contradice la hip6tesis. 
Así entonces, los vectores: Er» Er a Ep” correspon 


2, 
dientes a valores 


linealmente independientes. 


Corolario 


Si los valores propios tye de una matriz A de orden 
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n, son todos diferentes, la matriz X = tE, E, ates En? que 
tiene como columnas los vectores propios correspondientes 


es no-singular 


1 -1 1 
A= 4 0 -1 
\4 =2 dl 


tiene los valores propios: t, = 1: t, = 2 y tg = =l; todos 
diferentes. Además a ellos corresponde, respectivamente, 
los vectores propios: a = (1, 2, 2), B= (1, 1, 2) y 

y= (0, 1 


) que son linealmente independientes, 


2 “4 
F Er oe 


Observación 

El teorema precedente nos asegura que en una matriz, 
a valores propios diferentes, corresponde vectores propios 
linealmente independientes. Es de interés preguntarse, que 
ocurre con los vectores propios asociados a valores propios 
no diferentes. El ejemplo que damos a continuación ilustra 


esta situación. 


Ejemplo 8.6 


Determinar los valores y los vectores propios de 


las matrices 
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111 #2 Sud 0 
A=j0 1 0 B=|0 3 0 
0 -1 3 0 0 2 


Solución 

Para la matriz A, se encuentra det(A - tI)=(1 = +)? 
(3 = t) y entonces sus valores propios son: ty = to =1 y 
t3 = 3, Para el valor propio ty = t, = 1, se obtiene el con 
junto de veetores propios: a = x(1, 0, 0) + y (0, 2, 1). De 
donde se puede tomar los vectores propios linealmente indepen 
dientes: a, = (1, 0, 0) y a, = (0, 2, 1). Finalmente al va 


lor propio t, = 3, corresponde le vector propio: a, = (1, 0,-1). 
3 3 


Para la matriz B, resulta la ecuación característica: 
det (B -t I) = (3 = t)? (2 - t) = 0, que nos dá los valores 
propios ty = t, = 3 y tz = 2. El valor t, = 3, a pesar de ser 
raiz doble, solo dá el vectorpropio: By = (x, 0, 0). Al valor 


propio t; = 2, corresponde el vector propio B, = (0, 0, 2). 


Observación 

El próximo teorema que veremos es de primera impor 
tancia por sus numerosas aplicaciones. Con el propósito que 
la demostración que daremos, resulte suficientemente clara, de 
seamos que el lector observe, que si los elementos de una ma- 


triz M de orden n, son polinomios en t de grado k o menor, la 
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matriz M se puede expresar en la formas 


k ¿K-=1 2 


M=M t +M t ocos t Ma t +MttM 
k=1 O 


k 2 1 
donde Mj con 0 < j < k, son matrices de orden n, con elemen 


tos independientes de la variable t. 


Ejemplo 8.7 


Teorema 8.9 (Cayley=Hamilton) 


Si la ecuación característica de una matriz A de 
-O 
orden n, es plt); la matriz A es raiz de la ecuación matri- 


cial: p(X) = 0 


Dm 

El polinomio característico de A es: p(t) = det(A = tI) = 
= det M, donde M = A= tI. Como la matriz M es de orden 
n, los elementos de su matriz adjunta mM’, serán polinomios 


en t de grado (n-1) a lo más. Así de acuerdo con la obser= 


vación precedente tenemos: 


M =M t +M t + oooo FMES+M 
1 o 
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donde Mise son matrices de orden n, con elementos independien 


tes de la variable t. 


+ 
De acuerdo al teorema: MM = MM = I det M, tenemos: 


p(t)I = MM = (A = t1)mM = AM = em? (1) 


Como A es matriz de orden n, supongamos que su polino= 


mio característico es: 


X 2 n-1 n 
p(t) = a, + at + aot + cooo0o00 + anit +t 
entonces 
x n=1 n 
p(t)I = a¿1 + agit + ccooo + ait + It (2) 


t + co0o009 + AM,t + AM (3) 


EM? (SoMa i ee ee a Mt? + Mot (4) 


De las expresiones (1), (2), (3) y (4) se obtiene fa- 
cilmente: 


aot = A Ma a lt = A My = Mo aol =A M3 = M, 


CO QO GaP CD QU ED GRD EO o CD RR CED GED ED IO QUO GE OED QU CED GIP GRD OA CD GO CH WR GHD GIR CD UE CID QU GED GR CI GER GED GMP CED GER GND Gam CHD GHD Cr) A OD cam, 


a e I= = Mi 


n=2 


n=17 = A Miel 7M 


Multiplicando estas igualdades respectivamente por: a al, 


2 =L 


O A y a” y luego sumando queda: 


2 n-1 n_ 
ay! + a,jA + aA E ME Ay=1P +A =Q 


Así queda probado que cada matriz es raiz de su ecua- 


ción característica. 
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Ejemplo 8.8 
Usando el teorema de Cayley-Hamilton, determinar 
la inversa A`! de 
1 -2 4 
A =|0_ ~1 2 
\2 0 37 


Solución 


2 


La ecuación característica de A es: t? ~ 3t° = 9t + 


+ 3 = 0. Entonces como cada matriz es raiz de su ecuaci6n 


3 2 


característica tenemos: A” - 3A“ - 9A + 3I = Q, de donde 


A $ (-a? + 3A + 9I) =I. Ahora como la inversa avi de A es 
1 


tal que: AA” = I; conclufmos que: 
3 -6 0 
ATi 5 (-a? + 3A + 91) -3(-4 5 2 | 
-2 4 1 


Ejemplo 8.9 


Usando el teorema de Cayley-Hamilton, calcular: 


723 A _[-3 4 
A , Siendo A = ( > 4) 


Soluciðn 


La ecuación característica de A es: (p(t) = tó-1=0, 
Así los valores propios de A son ty = 1y E = 1. Además 
AS Q. Tomemos el polinomio m(t) = e225), Dividiendo 


este polinomio: m(t) por el polinomio característico: 
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p(t) = t? - 1, se tendrá un polinomio cuociente q(t) y un 


resto r(t) que ser& de la forma r(t) = a, + ayt. Así tenemos 
a + a,t 
mt), EPS 1 
p(t) p(t) 
luego: m(t) = q(t) pit) + a,t + ay (1) 


Esta igualdad de polinomios algebraicos da origen a la igual 


dad matricial: m(A) = q(A) p(A) + ajA + ay! (2) 
la cual considerando que p(A) = 0, se reduce a: 
723 
A = ayA + al (3) 
De aquí que, habremos determinado nee cuando calculemos 


a, Y Aj» Para ello reemplazando t por t, = ly t, = -1 en 


la igualdad (1) obtenemos el sistema: 


T Ba Leo one 
1 = a, +a (+1) ay + ay 


de donde: ao 7 0 y ag = 1. Reemplazando estos valores en 


(3), resulta: 


DEF 8.7 


El polinomio mínimo de una matriz A es el polinomio 


escalar: 
| m m-1 m= 2 
: m(x) = x + a,x + a,x tare + ay 
de menor grado, tal que: 
m m=1 m- 2 2 
A + a,A + aA + .... + am! = Q 
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TEOREMA 8.10 
Cada matriz cuadrada A tiene un y solamente un 


polinomio mínimo. 


Dm 
La existencia del polinomio mínimo es inmediata, pues 
toda matriz es raíz de su ecuación característica. Supon- 

gamos que A tiene dos polinomios mínimos: my (x) A m, (x). 


Como ellos deben tener el mismo grado, su diferencia: 


d(x) = my (x) - m, (x) 
será un polinomio de grado menor, que se anula para A. Es 
ta conclusión contradice la hipótesis de ser my (x) polino- 


mio mínimo, luego my (x) = m, (x) 


TEOREMA 8.11 
Cada factor lineal (x - t) del polinomio caracte 
rístico p(x) de una matriz A, es también factor de su poli- 


nomio mínimo m(x). 


Dm 
Supongamo que (x - t) factor del polinomio característi- 
co, no sea factor del polinomio mfnimo m4x), entonces se 
tendrá: 
m(x) = (x ~ t) q(x) + r 


donde r es constante no nula. Reemplazando x por A, queda: 
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m(A) = (A - t I) q{A) +rI=0 
y como r no es nulo, obtenemos: -(A - t I) (q(A)/r) = I 
expresión que nos indica que la matriz (A - t I) tiene reci 
proca; pero esta afirmación es falsa, pues (A - t I) es ma- 
triz singular por ser t valor propio de ella. Asf debe te- 
nerse r = 0 y entonces (x - t) es factor del polinomio mf- 


nimo m(x}. 


Corolario 
Si A de orden n tiene todos sus valores propios 


diferentes: 


p(x) = (-1)” m(x) 


Observación 

El teorema precedente podrfa inducir a creer que 
el polinomio mínimo m(x), de una matriz A, es simplemente el 
producto de los factores distintos del polinomio caracterís- 


tico p(x). Tal cosa no ocurre y para probarlo basta conside 


rar un ejemplo. 


Para la matriz de quinto orden: 
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es inmediato que su polinomio característico es: p(x) = ery? 


Gel: y como: 


A~I#Q (A-r2=0 (a-1)?40 a-zo 
ocurre que ninguno de los polinomios: (x-1), (x-1)?, (x-1)? 
y (x-1) 4 es polinomio minimo de A, El es m(x) = (x - i)? 
DEF 8.8 


Una matriz cuadrada A es diagonalizable si y solo 
si existe una matriz no singular X, tal que: xvi AX=D, 


siendo D una matriz diagonal. 


Ejemplo 8.10 
La matriz A = E ac) es diagonalizable, pues 


1 1 2 1 2 =l 
x = se tiene x = ae Ale. 1 
~1 2 


y entonces: 
2 -1\/1 2\/1 1 -1 0 
A AOS 
1 1 4 3 lL. -2 0 5 
TEOREMA 8.12 
Una matriz cuadrada A de orden n, que tiene n 


vectores propios linealmente independientes es diagonaliza 


ble. 
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Dm 
Sea: Oy Aor Age covey One los n vectores propios de A, 
linealmente independientes, y en correspondencia con los va’ 


lores propios: tye tor tae sup E no necesariamente dife 


n’ 
rentes, 


Definamos una matriz X por: 
X S (a, a, e co.09 a) 
es decir X es matriz cuadrada de orden n, cuyas columnas 
son los vectores propios aj de A. Como los vectores t5 son 


linealmente independientes, tenemos det X # 0, y entonces 


existe la matriz inversa xl, Además: 


AX = A ( aa a. a 00000 a) 


(A a A A) seseoo A a) 


= (t; ee ta a 
dL L a 


(a, a. 6000086 a) ty 0 0 noto 0 


0 0 tz +... 0 


O, aa A QU A GUÍA RU CD GU O O a an aD ae 


o 0 O asse È 
n 


Asi ‘entonces hemos obtenidos: AX = XD, de donde: yl AX = D. 


Corolario 


La matriz X que diagonaliza una matriz A, tiene 
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como columnas los vectores propios de A. 


corolario 
En la expresión: XT AX = D, los elementos de la 

matriz diagonal D, son los valores propios de A, dispuestos 

en el orden en que , en X se tomaron los vectores propios 


de A. 


Ejemplo 8.11 


Diagonalizar la matriz 


Solución 
1° Se determinan los valores propios de A, obte- 
niéndose: t, = 1, t, = 1 yt, = 7. 
f i 2 3 


2°En correspondencia con estos valores propios de 


terminamos los vectores propios: a, = CY, 0% #2)" 7 


= (0; 13 31) ye on = G 8) 


mS 3 


3° Con estos vectores propios contruimos X y de 


terminamos x`}; 
1 0 1 5 1 -1 
xalo E 3 is ES ep 4 
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Finalmente: 


' Observación 

Se comprende sin difucultad que la suma de matri 
ces diagonales y el producto de matrices diagonales da ma- 
trices diagonales. Además las matrices diagonales conmutan 
y toda la operatoria entre ellas inside únicamente en los 
elementos de su diagonal principal. Obviamente, entonces, 
el algebra de las matrices diagonales ofrece ventajas de 
computación con respecto a las matrices no diagonales. 

La observación precedente explica el interés 

que naturalmente existe, en determinar cuando una matriz se 
puede reducir a la forma diagonal y cuando ello es posible, 


encontrar el procedimiento para obtener dicha matriz diago 


nal. 
1.- Muestra que = (500) © es un vector propio de 
0 5 7 
A= Ov dE 2 
0 3 1 


i 
i 


2.- Determine los valores y los vectores propios de: 
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1 4 -1 XO, = (4 1 o)* 
A= 0 2 1 Solución Ka = (3 2 2)t 
0 0 3 t 


K 3 = (3 0 0) 
Demuestre que una matriz A es singular si y solo si 
tiene a cero como valor propio, 
Si t es valor propio de A, muestre que at es valor pro 
pio de: aA. 
Si el producto de los valores propios de una matriz A 
es p, demuestre que det A = p. 


Determine los vectores propios de: 


2 1 0 2 1 0 2 0 0 
A=|0 2 1 B=j0 2 0 C= 0 2 0 
0 0 2 0 0 2 0 0 2 


Verifique que A = Ca 2Y es raiz de su ecuación caracte 


rística. 
4 1 
Calcule: al01, para A= (E a 


1 4 -2 
Calcule: a? = 3a? y para A= E 0 3 
0 -3 3 


-2 
Calcule: a025 - an, para A = fe 2) 
24 3 2 4 


Determine: A - 3a!5, para A = È 1 0 
-] -3 =1 


12.= 


13.- 


14. 


15.- 


16.- 


17,- 


18.- 


19,- 


4 1 2 
Determine: p =» 3A? para A N 0 o) 
-8 1-4 


Demuestre que los valores propios de una matriz hermf 
tica (A = A*) son todos reales. 

Los valores propios de una matriz simétrica (A = at) 
real, son todos reales. 

Demuestre que en una matriz hermítica (A = A*) los 
vectores propios correspondientes a valores propios 
diferentes son ortogonales. 

En una matriz simétrica (A = at) de elementos reales, 
los vectores propios correspondientes a valores pro- 
pios diferentes son ortogonales. 

Demuestre que las matrices similares (B= PAP 
tienen la misma ecuación característica. 
Demuestre que las matrices similares tienen el mismo 
polinomio mínimo. 


Determine los polinomios característicos y los polino 


mios mínimos de las matrices: 


20.- 


2 0 0 2 0 0 
A=; 0 3 0 B=|0 2 0 
0 0 3 0 0 3 


; ; ‘ =1 
Demuestre que una matriz cuadrada A tiene inversa A ', 


si y solo si, el término constante de su polinomio mí 


nimo es diferente de cero, 


22.- 


23. 


24.- 


25.- 


26.- 


27.7 
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Para la matriz A, determine una matriz X ortogonal 


DS (x7? = xt) que la diagonalize. 


Dada la matriz A = er 2) , se pide primero diagona 

lizarla y luego calcular: eae 

Usando el teorema de Cayley-Hamilton determine la ex- 

presión más reducida posible, del polinomio matricial: 
6 5 4 2 


P(A) =A - 2A” + A” - 3A” + A, siendo A = PE oa 


Sean A y B matrices cuadradas conmutativas. Sea a un 
vector propio de A, en correspondencia con el valor pro 
pio t. Demuestre que B también es vector propio de A, 
para el mismo valor propio t. 
Sean A y B matrices cuadradas del mismo orden con A no- 
singular. Demuestre que AB y BA tienen el mismo polino 
mio característico. (Ind: Use ejercicio 17). 
En cada matriz A de orden n sobre k, los vectores pro- 
pios correspondientes a un determinado valor propio t, 
junto con el vector nulo forman un sub-espacio de xk”, 
(Espacio propio de t). 
Para la matriz A, se piden expresar a” en la forma: 

0 1 1 A = an A + Bn I 


ye (ee Game O | siendo n natural. 


Lo S) 
(Ind: Use la mecánica indicada en ejercicio 8.9) 


28. 


29 .” 


30.- 


31.- 


32.” 


33.” 


34,.- 
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Demostrar que para la matriz A =(2 =) #0, se verifi- 
ca que: a? = Q, implica (a + d) = 0. (Ind: Use Cayley- 
Hamilton). 
Si una matriz A de orden n, sobre R, verifica la ecua 
ción: Ar = I, con k < n y k natural, ocurre que los 
valores propios de A son las raices k-ésimas de la uni 
dad. (Ind: Polinomio mínimo). 
Si t es valor propio de una matriz A ortogonal (ar? = a‘), 
demuestre que: t # 0 y que 1/t es valor propio de A. 
Si t es valor propio de una matriz A unitaria (a7? = A*), 
también es valor propio de A, el número: 1/€. 
Si para una matriz A de orden n, se verifica que: AS = A, 
demuestre que la matriz sólo admite los valores propios 
1 y 0, 
Demuestre que cada valor propio de una matriz antisimé- 
trica (A = no) es número imaginario 
Una matriz A = (ay) de orden n x n, definida sobre el 
cuerpo de los reales, es matriz de Markov o matriz esto 
cástica, si y solo si: 
n 

0 < ajj Siok y ys aj, = 1 

Demuestre que todo valor propio t de una matriz estocas 


tica verifica: |t| < 1. 
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9. TRANSFORMACIONES LINEALES 


DEF 9,1 
Dados dos espacios vectoriales V y W sobre un cuerpo 
K, se llama transformación lineal de V en W, toda aplicación 


T : V —> W, tal que: 


a). T(a + 8) = T(a) + T(B) V¥aEVA pe 
b). T(aa) = a T(a) ¥a€E€vaAaE K 
Las transformaciones lineales se llaman también homomorfis 


mos. 


EJEMPLO 9,1 
La transformación: I : V-»”V, definida por: 
I(0) =a va ev 
es obviamente lineal. Ella se conoce con el nombre de trans 


formación identidad. 


EJEMPLO 9.2 
La función O: Vv, definida por: 
O(a) = 0 ¥ae€VvV 


es lineal y se conoce con el nombre de trnasformaci6n nula. 


EJEMPLO 9.3 
Sea V el espacio de los polinomios sobre el cuer 
por R. En este espacio son transformaciones lineales, la 


derivación y la integración, definidas por: 
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n ¿ n E 
DC) az xJ) = ) ja x? 

q. = oe 

n f n a, ; 
Tt) ajo] ote xJt1 

j=0 J j=0 j+1 


EJEMPLO 9.4 
Sea V el espacio de las matrices de orden nxi y 
W el de las matrices de orden mx1 sobre un cuerpo K. Sea 
A una matriz determinada de orden mxn sobre K, entonces la 
función: 
T(a) = A a Ya ev 


es una transformación lineal de V a W. 


TEOREMA 9,1 
Sean V y W espacios vectoriales finitos sobre un 


cuerpo K. Dada una base ta, para V y n vectores cualesquie 


ra tw} x en W, existe una y s6lo una transformaci6n lineal 
T de V yA tal que: 

Tla,) = us j = 1,2,3,0.....No 
Dm 

Tomado a € V, existe en K un y sólo un conjunto de escala 
res (aj), tale que: 
n 
a= Pa aj a, 


Definamos la función T : V-—>W por: 
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rT (a) = ) a, e, 
j=1 J 


Haciendo a = Oss resulta: Taj) = wj para j = 1,2,3,:..n 
` de modo que hemos definido una aplicación T, con la propie- 
dad deseada. Sólo falta mostrar que esta aplicación es lineal 


y es única. 


n 
Tomando p € K, tenemos: pa = J p aj aj luego: 
jel 
n n 
T(pa) = a, W, = a, Ww, = T(a 
(pa) ds j e ca p T(a) 
‘sn 
Ahora tomando B € V, tenemos: 8 = } by Ase entonces: 
j=1 
} 
a+ B= (a. + b.) a. 
j=1 J J 
luego: 
n n 
T(a+ 8) = ) a, w, + ) 'b w, = T(a) + T(B). 
jan J J j= j j 


o sea T es transformación lineal. 


Finalmente probaremos que T es única. Para ello sea S otra 


transformación lineal para la cual se tiene: 


) = w, ye ee Oe ON A 


stay j 
Entonces: on 
n n 
S(a) = ane aj 07) = RA aj Sla) _ 
n 
= ON aj wj = T(a) ¥ae€Ev 


resultado que nos muestra que T es finica. 
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Observación 
Hacemos notar que en el teorema precedente los 
vectores wj de W son arbitrarios, así, ellos pueden tomarse 


linealmente dependientes y aún todos iguales. 


Nomenclatura 
El conjunto de las transformaciones lineales de 


V y W lo designaremos con la notación: Hom(V,W). 


TEOREMA 9.2 
Sean V y W espacios vectoriales sobre K, de di- 
mensiones n y m respectivamente. Sea la; +Uyroo..0) una ba 
se para V y (B,+B,0 c00..1B,) una base para W. Entonces pa- 
ra cada transformación lineal T: V-®W, existe una matriz A 
de orden m x n sobre K, tal que: 
T(X) = A X ¥ XE V. 


donde X es el vector cordenada de a en la base lay) 


Dm 


Tomado arbitrariamente a € V, existen escalares Xy E€ K, 


tales que: 


luego: 


n 
T(a) = ] x, T(a,) (1) 


Ahora como T(a) € W, existen escalares Yi € K, tales que: 


T(a) = Y, Bs + Y, 6 


a ee 2 


m 
Eat A l y. B 


y puesto que también T(a,) € W, tenemos: 


j 


m 
T(a,) =. as B con j = 1,2;so00,N 


Reemplazando estas expresiones en (1) resulta: 


ES Lel 

T(a) = > | a4: 647 = ( Es B23) B 
2 ijo i i=1 j=1 a Pl a | i 
Comparando (2) y (3), obtenemos: 


n 
Yi = ne aij Xj con i = Lyp2zeceom 


o sea: 


x + cross Tå 


Y, = a21 Xy + a23 X3 Fossas + ao, X 


X, t o... Fa x 


211 a1 poso Fin xy Yi 


22 ooo. 


00000 


w 
p 
w 
w 
N 
o 
o 
o 
o 
w 
Ww 
5 
o000009 


(2) 


(3) 
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Finalmente poniendo A = (ays). tenemos: 
> 
A X = T(a) Vaev 


La matriz A será por definición la matriz representativa de 
la transformación T con respecto a las bases {a5} y {8} de 


Vyw respectivamente. 


Corolario 
La correspondencia entre el conjunto Hom(V,W) y el 
conjunto de todas las matrices A = (ayy) de orden mxn sobre 


el cuerpo K es uno-a-uno. 


Observación 

En el teorema precedente hemos puesto AX = Ta). 
para cada a € V, en rigor deberíamos colocar: AX = Y, sien 
do Y = (Y 1 +Y20 * o Y? el vector-cordenada de T(a) en la base 
{B,3". Sin embargo dado el isomorfismo existente entre W y 
E será usual que cuando no haya temor a confusión, usemos 


indistintamente T(a) e Y por un lado y X y QA por otro. 


‘Ejemplo 9.5 


En el espacio R? consideremos la aplicación T 
que hace rotar cada vector a = (a, ,2,) en un angulo ọ en 
sentido contrario a los punteros del reloj, en torno al ori 


gen. 


93. 


Facilmente se muestra que 
esta aplicación T es lineal 
Determinaremos una matriz 


de T, 


Tomemos en R? la base formada por Es = (1,0) y E, (0,1) 
que rotados en un angulo q se transforman en Ny Y Ny res- 


pectivamente. Entonces: 


ny (cos$) E, + (send) E, 


No (~seno)E, + (cosd)é, 
Asi, sia = (a, + az) e R? y rotado en un ángulo $ se convier 
te en B = (by, bz)» tenemos: 

by cosé - ae E 
i P cos a, 
Particularmente para E, y E, tenemos: 


MI 


coso ~ |) 
0 send 


send cosó 
cos - TA -send 
a cosó p coso 


Asi la matriz representativa de T con referencia a la base 


usual, es 
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cos¢ - send 
a 


send cos¢ 


Ejemplo 9.6 


Sea p? el espacio de los polinomios de grado no 
superior a 2 y p+ el de los polinomios de grado no superior a 
1. Se toma en p? la base Bi = 2) t, e?) y en Py la base 


2 a pt por: 


B, = {t, 1}. Se define la transformaci6n T de P 
T(p(t)) = p(t). Determinar la matriz A a T con referencia 


a las bases By y Bo dadas. 


Solución 
Si dificultad se demuestra que la transformación es 


lineal. Además: 


T(1) =0=0, t + 0.1 
0- 0 2 
T(t) = 1 = 0, t + 1.1 asi a =( ) 
2 0 2 0 
T(t") = 2t= 2. t + 0.1 
tomando en P, el polinomio: p(t) = 3t? = 5t + 7, tenemos: 


p'(t) = 6t - 5. Ahora usando la matriz A aT resulta: 


0.0 217 
T(p(t)) -| . Je = (6, -5) = 6t - 5 
O 1 UNS 


Observación 
Llamamos la atención sobre la importancia que tie 


ne el orden en que están dados los elementos de las bases 
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B, Y Bo: Si dicho orden cambia, es inmediato que la matriz 


A de T también cambia en general. 


Observación 

Para obtener la matriz de una transformación li- 
neal T:V-—»>W, referida V a la base B y Wa la base B, se 
aplica T a cada uno de los elementos de la base By de V y se 
expresa los vectores obtenidos, en términos de los elementos 
de la base B, de W. Finalmente la matriz A de T se obtiene 
tomando como columnas para A los transformados de los vecto 


res de la base By 


TEOREMA 9.3 
Si S y T son transformaciones lineales de V-»-W, 


también lo son las aplicaciones: 


a). (S+YTXa) = S (a) + T(a) ¥aev 
b). (a T) (a) = a T(a) Yaev,aekK 
Dm 


Trivial. Se deja como ejercicio. 


Corolario 


Si A y B son las matrices de S y T con respecto a 


las bases {a} y (BH se tiene: 


(S + T) (a) (A + B) a 


(a T) (0) 


(a A) a 
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TEOREMA 9.4 
El conjunto Hom(V,W) con las operaciones: (S+T) (a) 
y (aT) (a) es un espacio vectorial sobre el cuerpo K asociado 


a los espacios V y W, 


Dm 

Desde luego el conjunto Hom(V,W) no es vacio, pues contiene 
la transformación lineal O(a) = oe ¥ae€Ev. El resto de la 
demostración se reduce a establecer que los elementos de Hom 


Y 
(V,W) verifican la axiomatica que define un espacio vectorial 


y ello es trivial. 


Corolario 
Si V es de dimensión n y W de dimensión m, el espa- 


cio vectorial Hom(V,W) tiene dimensión m x n. 


TEOREMA 9.5 
Sean V, W y Z espacios vectoriales sobre un cuer- 


po K,. Sea T : V W y S: WZ, entonces la aplicación ; 


(ST) (a) S(T(a)) Y a € V,cuando existe, es trans- 


formación lineal de Va Z. 


Dm 


Trivial. Se deja como ejercicio. 


Corolario 


Si A y B son las matrices de S y T con respecto a 
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las bases {a5} y (8,1 se tiene: (ST) (a) = (AB)a, 


TEOREMA 9,6 
Sea T € Hom(X,Y), S € Hom(Y,Z) y R € Hom(Z,W), 
tales que ST y RS existen, entonces R(ST) y (RS)T existen 


y además: R(ST) = (RS)T. 


Dm 
La aplicación ST vá desde el recorrido de T al recorrido 
de S. Ahora como RS existe, el recorrido de S debe estar 


en el dominio de R, asf R(ST) está definida. 


Por otra parte como (ST) existe, ocurre que T es una apli 
cación cuyo recorrido está en el dominio de S; además (RS) 
es una función cuyo dominio es el dominio de S, entonces 


(RS)T existe. 


Finalmente por definición de composición, para todo a € X, 
tenemos: 
(R(ST)) (a) = R ((ST) (a)) = R(S(T(a))) 


((RS)T) (a) = (RS) (T(a)) = R(S(T(a)))) 


Así tenemos que el producto de transformaciones lineales 
es asociativo, por ello será usual la notación: RST en lugar 


de: R(ST) = (RS)T. 


Corolario 


Si A, B y C son las matrices de R, S y T con respec 
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to a las bases ta} {85}, y {y,} se tiene: (RST) (a) = (ABC)a 


TEOREMA 9.7 


Para toda T € Hom(V,W) se tiene: T(9,) = Ba 


Dm 


Como T es transformación lineal, tomado a € V, tenemos: 


T(0,) = T(0a) = 0 T(a) = 6. 


DEF, 9.2 
Dada T € Hom(V,W), se llama imagen de T, al conjun 
to: 


Im(T) = {w e w | w = T(a) con a € v) 


TEOREMA 9.8 
Sea T € Hom(V,W), entonces: 


A<V implica T(A) < W 


Dm 


Como A es subespacio de V, tenemos: e, € A y como T(0,) = 
Oe resulta: T(A) # 4 (1) 
Por otra parte tomados a y B en T(A), existen a y B en A, de 


modo que: T(a) = a y T(B) = B 


Ahora como A < V, a € A y B € A, implica (a+ B)E€ A y entonces 
T(a + B)E T(A), asf: 


(a + B) = T(a) + T (B) = Tla + B)E T(A) (2) 


99 y 


Finalmente sea A € T(A) y a € K, entonces como hay a € A, 
tal que T(a) = a, tenemos: aa €A y T(a a)€ T(A), así: 


aa =a T(&) = Tla a) € T(A) (3) 


Resumiendo tenemos que las expresiones (1), (2) y (3) ase 


guran que T(A) es un subespacio de W, o sea: T(A) W. 


Corolario 


Im(T) <W 


En efecto: Im T = T(V) y además V < V. 


DEF 9.3 
Se llama rango de una transformación lineal T, a la 
dimensión r del subespacio Im(T): 


r(T) = dim(ImT) 


DEF 9,4 
Dada T € Hom (V,W), se llama núcleo de T, 


Ker (T) = la € v | Tla) = y? 


TEOREMA 9.9 
Sea T € Hom(V, W), entonces: A <W implica: 


Tia) < V , donde Tia) es la pre-imagen de A. 


Dm 
Como A < W, tenemos O € A y como T(8,,) = 6, resulta 


e, emitía), asf: Tia) 29 (1) 
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- 


Ademas tomados a y B en la pre-imagen mia) existen a y 8 
en la imagen A {X W, tales que: ŭn = T(a) y B= T(B) 
y ccmo A es subespacio, tenemos: 

T(a + B) = T(a) + T(B) = (a + B)E A o sea: 


(a + B) e Tia) (2) 


Finalmente tomado a € K, tenemos: 
Tía a) =a T(a) =aaea 


1 


pues @ € A y ademas A < W, así: ax € T (A) (3) 


Las expresiones (1), (2) y (3) aseguran que la pre-imagen 


mia) es subespacio de V, cuando A € W, 


Corolario 
Ker(T) < V 
En efecto Ker (T) = mio g y además {6} <W. 


DEF 9.5 


Se llama nulidad de una transformación lineal T, a la 
dimensión n, del subespacio: Ker (T): 


n(T) = dim (Ker T) 


TEOREMA 9.10 


Sea T € Hom(V,W), entonces T es inyectiva si y 


sólo si: Ker(T) = {6}. 


Dm 


Supongamos primero que T es aplicación uno-a-uno. Conside 
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rando que: ere) = 6, resulta: Ker(T) = {6} 
pues a € V con a # Oe implica T(a) # T(0,,) = oe o sea 


a @ Ker(T). 


Reciprocamente supongamos Ker(T) = {6}. Tomando a y 8 
en V cona# B tenemos a - B AX o, y entonces T(a - B) # e, 
luego: 

0,7 tla = 8) = Tla) = EUB) 
o sea 
a # B implica Tla) A T(B) 


es decir T es aplicación inyectiva, 


TEOREMA 9,11 
Una T € Hom(V,W) transforma conjuntos lineal- 
mente independientes de V en conjuntos linealmente indepen 


dientes de W, si y solo si: Ker T = {0}. 


pm 


Se deja como ejercicio . 


DEF 9.6 
Una T € Hom(V,W) es: 
a) Monomorfismo si y solo si: Ker(T) = {6,} 


b) Epinorfismo si y solo si: Im(T) = W 


c) Isomorfismo si y solo si es monomorfismo y epimorfismo 
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CEF 9.7 
Dos espacios vectoriales V y W son isomorfos (Vv W) 


si y solo si existe un isomorfismo T de V a W, 


TEOREMA 9,12 
Sean V y. W espacios de dimensiones finitas. En 


tonces, dim V = dim W,si y solo si V y W son isomorfos. 


Dm 


Se deja como ejercicio. 


Corolario 1 
Cada espacio vectorial de dimensi6n n sobre un 


cuerpo k es isomorfo con el espacio x. 


Corolario 2 
Sea T € Hom(V, W) con V y W de dimensiones finitas, 
entonces T es isomorfismo si y solo si la imagen de una base 


de V es base de W, 


TEOREMA 9.13 
Sea V y W espacios vectoriales de dimensión fini 
ta y T € Hom(V, W), entonces: 


dim V = dim(Ker T) + dim (Im T). 


Dm 


Sea Ajs Anreccoy Q una base para el núcleo Ker T y sea 
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{Oy + Ogres Ur Bye Barro.» +Ba} una base para V. 


Mostraremos que ETB)? T(Bo) pees, T(B,) } es una base 
para el espacio: Im T. Veamos primero como estos vectores 
generan el espacio Im T. Tomado arbitrariamente € € Im T, 


existe & € V, tal que: T(0) = € Ahora como a € V tenemos: 
} } 

as }) a; a, $ b, B 

= +3 ja > * 


luego: 


E 


T(a) = $ a, T(a,) + y b, T(B,) 
e T Fl a E 
y como la,» Agresor a.) es base de Ker T, resulta: 


E = T(a) = ji ba TIE. 
kei DOA 


es decir el conjunto T(B4); T(B>j)roco.o TBa genera el 
espacio: Im T, Para probar que este conjunto es base, s6 
lo falta mostrar que sus elementos son linealmente indepen 


dientes. Tomada una relación lineal entre ellos: 


J cj T(B,) = a resulta: T( 1, cj By) A 


j=1 J 


o sea: ( 0 cy B,) € Ker T. 
j=1 J J 


Siendo cj B) un elemento del núcleo, podrá expresarse 
j=1 
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como una combinación lineal de la base de dicho núcleo, asf 


tenemos: 


D 
j Su o = he @ 
j=1 a ón Ry k “k 


hy a, + h, Ay Face ED Bo 7 e Bj - C, Bosescoem C B = 


y como los vectores lay, Unece Oy Br Barros B} 


P q 


son linealmente independientes, concluimos que: 


hy = h, = ees = ho = C1 = Co = So: 62 A Y = Ca = 0 
resultado que nos garantiza la independencia lineal de 

T(8,) > T (Bo) recess TE” Siendo este conjunto base para 

Im T, resulta: dim(Im T) = q y como: dim(Ker T) = p , conclui 


mos: 


dim V = p + q = dim(Ker T) + dim(Im T). 


Corolario 
Sea T € Hom(V, W) con V,W finito dimensionales, en- 
tonces: 
a) T inyectiva, implica: dim V < dim W. 
b) T sobreyectiva, implica: dim V > dim W 


c) T biyectiva, implica: dim V = dim W. 


DEF 9.8 
Un homomorfismo T : V > W es no-singular o invertible 


si y solo si, existe una aplicación T°: Im(T) sobre V, tal 
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que: T°T = Iy’ donde Iy es el homomorfismó identidad en.v. 


TOEREMA 9,14 


Si T € Hom (V,W) es invertible, T es inyectiva. 


Dm 
Tomemos a y B en V, tales que T(a) = T(B), entonces como 

T es invertible, existe T°, luego: T(a) = T(B) implica 

T°(T(a)) = T°(T(B)) 

o sea: 


(T°T) (a) (T°T) (8) 


i 


IT, (a) = I, (8) es decir a = 8 


Asi,T no singular,implica T inyectiva. 


TEOREMA 9.15 
Si T € Hom (V,W) es invertible se tiene: TT°= Iy 


sobre Im(T). 


Dm 


Tomado @ € Im(T), existe un único elemento a € V, tal que 


'T(a4) = a, Además: 


(TT9) (a) = (T T°) (T(a)) = T (TT) (a) 


T(I, (a) ) = T(a) = 4 = 1,, (0) 


Así para cada a € Im(T), tenemos: TT? = ao 
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TEOREMA 9.16 
Si T € Hom(V,W) es invertible, la aplicación T° 


es lineal y Gnica. 


Dm 


_— e 


Tomando a y B en Im(T), existen únicos a y B en V, tales 


que: T(a) = a y T (B) = B, entonces considerando que: 


a= I,(a) = (TT) (a) To (T(a)) = T° (a) 


B = 1,(B) = (TOT) (B) 


T° (T(B)) = T°(B) 


resulta: 


To (a € +b B) 


T° (aT(a) + bT(B)) 


(TT) (aa +b 8) = I laa+b 8) 


aa+b® =a T°(G) +b T°(B) 
Igualdad que prueba que T° es aplicaci6n lineal de Im(T) 
sobre V. 

Mostraremos ahora que T° es finica para cada T € Hom(V,W). 
Supongamos que a T € Hom(V,W) coresponda dos inversos Ti 


y T3, entonces: para cualquier a @ Im(T), tenemos: 


Ty (a) = 1, 7 (a) (T3 T) Tf (a) = TS (T TÍ) (a) 


o po = Ton 
(TS (I (a) ) T5 (a) 
Igualdad que nos muestra que T° es finica para cada T € Hom 


(V, W). 


Observación 1 


El teorema precedente nos muestra que si T es 
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no singular, existe una única transformación lineal T°, tal 


que: T°T = Ty Y Tre = T 


w 
o sea, que es reciproca de T por la izquierda y por la dere 
cha. Esta única transformación lineal T°, la llamaremos in 


versa de T y la designaremos por T~}, 


Observación 2 


La ne singularidad đe T expresada por: Tir = T 


y Tl = I,, lleva implícita la no singularidad de got que 


se expresa por las mismas igualdades. 


TEOREMA 9,17 
Sea T € Hom(V,W) y dim V = n, entonces las si- 


guientes afirmaciones son equivalentes: 


a). T es no singular 


b), Ker(T) = {6} 
c). nt) = 0 
d), r(T) = n 


e), T transforma bases de V en bases de Im(T) 


Dm 
(a) +” (b). Como T es no singular, ella es inyectiva, en- 
tonces por teorema 9.10, tenemos: Ker (T) = {6} 
(b) ——= (c). Como n(T) = dim Ker(T) y ker(T) = {6}, resul- 


ta n(T) = 0. 
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(c) -m= (d). Aprovechando la iguaidad dim V = dim (Im T) + 
+ dim (Ker('")), como dim(Ker T) = 0, resulta dim(Im T) = 
r (f) =n 

(d) (e), Como dim (Im T) = n, toda base para Im(T) es- 
tá constituida por n vectores linealmente independientes, 
Ahora como Ker(T) = 19,1, T transforma toda base de V, en 
n vectores linealmente independientes de Im(T), o sea en 
una base para Im(T). 

(e) +=(a). Sea la,» Ayo...) una base para V, entonces 


{T (a T(a5),eee,T(a,) } es base para Im(T). Así cada w € 


1) + 
Im T se expresa en la forma: 


n 
w= )] a, T(a 


Ps AN 


Definamos una aplicación lineal T* de Im(T) sobre V, por la 


expresión: 


n 
T* (w = ) a, a, 


Haremos ver que T*T = Ii Tomado arbitrariamente a € V, ten 
dremos: 
n 


n 
a E: 2 (ay) = ) x, 
1 1 


j ili 


entonces, de acuerdo a la definición de T*, resulta: 
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n 
T* (T(a)) = RA q... Ty (a) 


luego T*T = I, y entonces T es homomorfismo no-singular, 


TEOREMA 9.18 
Sean S y T homomorfismo no singulares de Va V, 
entonces: 


a) (ts) 72 


tt 
= oie 0 
Y 
x 
a 


b) em“? #0 


E 


a) De inmédiato tenemos que: 


-], -1 


(rs) (772%) = miss") T7 1 


l = op? = 1, 


Asi tenemos que la inversa (TS)7! de TS existe, y como 


ella es Gnica, resulta (rs) 74 = gt ql, 
b) Analogamente para todo c # 0, se tiene: 


(cP) (3 T) = (co7+) (me? 


) = 11 = 1 
Asi la inversa (er) 7? de (cT) existe, y como ella es Gni- 
ca obtenemos: (cr) 7? = c7] yl 


c) Como T es no-singular existe pot tal que: T 7 = rr} 1, 
Asi resulta que qui también es no-singular y su inversa es 


T. Ahora como tal inversa es única, resulta (1) -1 = T, 
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Observación 1 


Sea V un espacio vectorial n-dimensional, 
taha” y Bj dos bases ordenadas para V. Tomando un vec 
tor cualquiera a € V, sabemos que 61 admite una y sólo una 
expresión: 


a = Xo Oy + Xo A, + esoo’ + x a 


en términos de la base fa} y una y sólo una expresión: 


amy, By + y) Ba t co... + Ya Bn 


en términos de la base {85}. Con el propósito de estable- 
cer la relación que exíste entre los vectores-coordenadas: 
> > 

X = (Xy 1 Koro... x) e Y = (Y4? Yor c....oo Ya? 

del vector a, introduciremos una matriz P = jj llamada 


matriz de paso de la base {a5} a la base {B5}. 


DEF 9.9 
Sea V un espacio n-dimensional, fajta” y {Bs}, 


dos bases ordenadas para V, entonces si: 
Oy Pyy Fy + Prg fa * Big Pa 
da = Pay By + Paz Ba + +»... + Pan Bn 


43 = P31 By + P32 Bo t +...» + Pan Ên 
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llamaremos matriz de paso de la base ta) a la base 8,), 


a la matriz 


P41 P24 (E EE SE EE E E E Pn1 


212 P99 ose e# oe eee Pn2 


p = PIR. P23 eoeeeeeeee Pn3 Vee (D,a) 
1J 
Pin Pon Pan 
Observaciór 2 
La matriz P = (ij) es matriz n-singular. En 


efecto la independencia lineal de los vectores Os, implica 


la independencia lineal de sus vectores cordinados 
X, = (Diy P yg trees Pin) * 
TEOREMA 9,19 

Sea V espacio n-dimensional, P = (Pij) la ma- 
triz de paso de la base laja" a la base {Badan si X e Y 
son los vectores coordenados de a € V en las bases {a5} y 


{85}, tenemos: Y = PX, 


Por hipotesis tenemos que: 
a = Xy A, + X3 Ay + so... +X, Q 


a = Yy B1 + Y, Bo + ..o.»o tY Bn 
04 = Pj1B7 + PyoBa + +»... + Pin Bn i = lio... n. 
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luego: 
n n n 
ij RA A RA “i RA dei 
n n n 
a= I (E x, pyy) 8 L ye 


De donde: 


Yo = ) Pij Xi j = 1,2,3,.......n 


o bien: 
Y1 Faq 894. es. Dag) 1 
Y2 Byz Pag Pees Bey || 2 
Yn Pin Pon eeeee Pan Xn 


K 
li 
ae] 
y 


Igualdad que demuestra la tesis propuesta: 


Corolario 1 


Si P es la matriz de paso de la base {a} ala 


base {85}, la matriz de paso de {85} a {a} es pt, 
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-> > 
En efecto, tenemos: Y = P X y como P es matriz no- 


1 


: R ~ > =-=] > 
singular, existe P `. Entonces X = P 


Corolario 2 
Si P es la matriz de paso de {a} a {B85} y Q 
es la matriz de paso de {8} a try), la matriz de paso 


1 ja : es: OP 
de {a} ty} 


En efecto, de inmediato tenemos: 


> > > > > > 
Y= PX y Z= OY, luego: Z = OPX 


Ejemplo 9.7 


En el espacio p? de los polinomios de grado no 


superior a dos, se considera las bases: {1, t, e?) y 


3t? + 5t - 8, se pide deter 


1i 


(6t?, t, 4). Dado el vector a 
minar los vectores-coordenadas X e y de a, en dichas bases 
y la matriz P de paso de la hase {1, t, +?) a la base 
(6t?, t, 4}. 
Soluci6n 

Es inmediato que el vector a = 3t? + 5t - 8, corres- 


ponde en la base {1, t, +?) el vector-coordenada X = (-8,5,3), 


pues: 


a= (-853){+t | = -8 + St + 3t7 
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Analogamente, considerando que: 


6t? 
4 


-> 
vemos que el vector-coordenada Y de a en la base 


2 


H 


TE” + St = 8 


{6t*, €, 4} es ¥ = (1/2 , 5, -2). 


Para determinar la matriz de paso de la base: 
t, t, t?) = lay » Qos 07) a la base (6t?, t, 4} = 
{B}? Bor Ba} basta aplicar la definición 9.9. De acuerdo 


a ella tenemos: 


¡2 
$" 
H 
" 
o 
T 
+ 
D 
wm 
+ 
aa 
DR 

w 


" 
ct 
[l 
o 
WD 
pa 
EE 
Pp 
RD 
N 
+ 
o 
D 


3 


de donde resulta que la matriz de paso bfiscada es: 


0 0 1/6 
P = o 1 0 
ija © 0 


Finalmente verificaremos que: Y = PX. De inmediato tene- 


mos: 


‘J 
Dst 
It 
o 
pa 
o 
ul 
1" 
ul 
1 
Xy 
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TEOREMA 9.20 

Sea ta, una base ortonormal para el espacio 
V sobre R v P la matriz de paso de la base tas} a una base 
8), entonces la base t8,) es ortonormal si y solo si la 


matriz P es ortogonal. 


Dm 


Supongamos primero que la hase {A} también es ortonor- 
mal. Entonces aprovechando que: (a; lay) = (8,18, = 855 
tenemos: 


(ajla) = (Pyg 8, + Pjg By + sere + Pan B| Pj B, + 


+ P52 B, E or * D 8 Ja 


“jn "n 
o sea: 
E * Pug Pao E TO 
que nos garantiza que la matriz P = (Py) es ortogonal. 


Reciprocamente supongamos que P es matriz ortogonal. Co 


mo la matriz de paso de la base (8, a la base {a} es pr 


T 


siendo P ortogonal, dicha matriz es Pp = ae entonces: 


By = Pay 9 gy Gg +... * Piz Sa 


Bo = Pya % + Pao %2 + coos + Pro “y 


(B; | By) = Py Pr + Poy Paj o E 


Asi la base {8} es ortonormal, 


Corolario 1 
Si el espacio V se toma sobre 


complejos, la matriz de paso P es unitar 


Corolacio 2 
El producto interior (a|8) es 


cambio de bases ortonormales. 


En efecto, sea P la matriz de 
ortonormal a otra base ortonormal. Sean 
formados de a y f, entonces: 


(al) = (Pa | PB) = (a|P*PB) = (a|8). 


Ejemplo 9.8 
En el espacio p3 se considera 
males: 
a = (1,0,0) a, = (0,1,0) 
y 
By = (1/42, 1//2,0) B, = (-1/72, 
Bs = (0,0,1) 
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Pai Png * 633 


el cuerpo C de los 


ia. 


invariante a un 


paso de una base 


a y Ê los trans- 


las bases ortonor 


Ag = (0,0,1) 


1/V2,0) 


Se pide determinar la matriz de paso P, de la base fa} 


a la base {85} y dado w = (3,1,5) en la primera base, expre 
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Y 
sarlo en terminos de la otra base, 


Solución 
Procediendo de idéntica forma, a la indicada en el 


ejercicio anterior, se encuentra: 


JAZZ 0 

P =| -1/V2 1/Y2 0 

0 n 1 
Matriz que es ortonormal, pues ppt = I. Entonces el vector 
w = (3,1,5) dado referido a la base estandar la, y ao, as}, 


queda expresado en la base {B,, Bar B.} por: 


1142. 17/72 0 3 2v2 
w= | -1/V2 1/¥2 0 1 f=| -7⁄2 
0 0 1JA5 5 


Es decir tenemos: 


(3,1,5) =w= 2/2 Bjs v2 B, + 5 By 

el > O * t i 
(3,1,5) =w = 2⁄2 (z 75, 0) — ¥2 (= 751 731 0) + 5(0,0,1) 
(3,1,5) = w= (2,2,0) + (1,-1,0) + (0,0,5) = (3,1,5) 


TEOREMA 9,21 

Sea T € Hom(V,W) que referido a las bases ta”, 
para V y {85} e para W, se expresa por la matriz A y refe 
rido a las base ta, para V y Bj, para W se expresa por 


la matriz B. Si P es la matriz de paso de ta} a lay). y Q 
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de (B,) a (8,) , se tiene: B=0Q 7 AP, 


Dm 

Sea E un vector cualquiera de V y w= T(E). Sea X el vec 
tor coordenada de E en la base fo}, y X, su vector coorde 
nada en la base taj}, entonces A = PX. Sea ¥ el vector 


coordenada de W en la base (B,) e Y su vector coordenada 


en la base {85}, entonces Y, O y 
EN {a;i} 5 {Bi} 
Xx, Y 
E A 


P e) 
= o w= Ts) 
x OU Y 
CA ro {B} 


Ahora, considerando que: Y = AX, tenemos: oY = APX, lue- 


-1 A P)XŠ, pero como Y = BX, resulta: B = qv? AP. 


Y, 


w = T(E) 


go: Y = (0 


t 


Corolario 1 
Sea T € Hom(V,V) que referido a la base a", 
se expresa por A y referido a la base {x,}", se expresa por 


B. Si P es la matriz de paso de la base taj} a la base 


119. 


{a,}, tenemos: B = P AP, 


Corolario 2 
Dos matrices A y B son similares sii, represen- 
tan un mismo homomorfismo T € Hom(V,V), en dos bases orde- 


nadas diferentes. 


Ejemplo 9,9 


Sea T una transformación lineal del espacio p? 
al espacio pt, definida por T(p(t)) = p'(t). Sean 
{a5} = {e*, t 1} y ta} w ld Es t?} bases para p? y 


{Bj} = {t, 1) y {B,} = {t + 1, t - 1) bases para pt, se 


j 
pide: 
a) Matriz A de T, de lay) a (84) 
b) Matriz B de T, de (a) a {B5} 
c) Matriz de paso P de (a) a tay) 
a) Matriz de paso Q de (B,) a (8, 


e) Verificar que: B = qt A P 


Soluci6n: 
a) Determinaci6n de A. De inmediato tenemos: 


T(t?) = 2t = 2t + 0.1 


li 
a 
n 


T(t) e + 1.1 Así: A -(2 i a] 


T(1) =0 =0.t + 0.1 
b) Determinación de B. 


T(1) =0 =0.(t + 1) + 0.(t - 1) 
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T(1) = 2 = Z(t + 1) - Fle - 1) (a 1) 
T(t?)= 2t = 1.(t + 1) + 1. (t - 1) 


c) Determinación de P. Se expresan los vectores de la base 


{a} en términos de la nueva base lay). Entonces: 


O.t7 + 0.t + 1.1 


i= 0 0 1 
t= 0." 4.1.4 z 61 P=fo 1 0 
4? = 1.¢* & 0,t-+ 6.4 1 0 0 


d) Determinación de O. Es analogo a lo hecho en el punto 
anterior. 
t+ lis. 1,.t + 1.1 E a 


Leal de da 1 -1 


e) Verificación de : B=0 A P, 
122 1⁄2 ) 


Dada Q =(1 2) se encuentra gi - 
1/2 -1/2 


1 -1 


Entonces: 
4 1/2 1/2\/2 0 0\/0 
Q A P -| 0 
1/2 =1/72/\0 1 0/1 
es i 1/2 alt 0 >) 0 1/2 al 
0 AP= 0 1 0l= 
i YE UML. 0 0 0 -1/2 1 


DEF 9,10 


oro 
oor 
w ' 


Un escalar t es valor propio de T € Hom(V,V) si y 
solo si existe un vector no nulo a € V, tal que T (a) = 


t a. El vector a es entonces un vector propio de T. 


121 


Ejemplo 9.10 
Sea T € Hom (R2, R?) definido por: T(x,y) = (y,x). 


— 


Entonces para cada a # 0, tenemos que: 


T(a,a) = (a,a) = 1(a,a) 
igualdad que nos muestra que 1 es valor propio de T y (a,a) 
es vector propio. 


También: 


T(a,-a) = (-a,a) = (-1) (a,-a) (a,-a) 
y entonces (-1) es valor propio y (-a,a), con a Á 0, es 


vector propio de T. 


TEOREMA 9,22 
Sea T € Hom(V,V) y A la matriz de T en una ba 
po 


se la, »» Entonces un escalar t € K es valor propio de 


T si y solo si t es valor propio de A. 


Dm 

Sea t € K valor propio de T, entonces existe a € V, con 
a A 6, tal que T(a) = t a. Llamando X al vector-coordenada 
de a en la base fa} e Y el vector-coordenada de T (a) en 
dicha base, tenemos: 

T(a) = tx sii Y= tx 
> 

Ahora como AX = Y, resulta: 


T (a) = tx sii AX = TX 
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> > 
Ademas el isomorfismo de V v K? nos garantiza que X £ 0, 


pues a # 6, Así queda probada la tesis. 


Corolario 
Un vector a # 0 es vector propio de T si y solo 
3 2 b a 
si, su vector-coordenada X es vector propio de la matriz 


A de T. 


Ejemplo 9.11 


Para la aplicación T de p? 


a p?, definida por: 
Tat? + bt +c) = (2a + b + eyt? + (2c - 3b)t + 4c se 


pide determinar sus valores y sus vectores propios. 


Solución 
Primero buscaremos la matreiz A de T en una base, 


tomaremos la base {1,t,t*}, entonces tenemos: 


m(2) td de 4 = 4,1 + 9.4 + 1.4" 
Nit) w El Sk FO mw Bel = ER LE 
T(t?)= 2t? + OF + 0 = 0.1 + 0,t + 2.t7 
luego: 
4 0 0 
A= |2 -3 0 
1 1 2 


De aqui resulta que el polinomio característico de A, es 


p(t) = (4 - t)(-3 - t)(2 - t). Así los valores propios 
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de A y por Consiguiente de T, son: = 4; Ey = -3; t3 = 2. 
Determinemos ahora los vectores propios correspondien- 

tes a estos valores propios. Sea a= at? +bt +c el 

vector característico correspondiente al valor ty = 4,, Se 


tiene entonces: T(a) = 4a, o sea 


T (at? + bt + c) = dat? + 4bt + 4c 


pero: 


Tlat? + bt +c) = (2a + b + c)t* + (20 - eb)t + 4c 


De donde facilmente resulta: a = (gc)/14 y b = (2c)/7 
y tomando por comodidad c = 14, queda: a= 9 yb = 4, asi 


a we DE” 4 ee Sa, 


De análoga manera se obtiene para t, = -3, el vector 


propio ß = ps + t y para t3 = 2, el vector propio y = tê, 


DEF 9.11 
Sea V espacio n-dimensional. Un T € Hom(V,V) es 
diagonalizable, sii existe una base la, de V, tal que 


la matriz de T en fa} es matriz diagonal. 


TEOREMA 9.23 
Sea V espacio n-dimensional. El homomorfismo 
T € Hom(V,V) es diagonalizable sii V tiene una base formada 


por vectores propios de T, 
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Da 

Supongamos primero que T es diagonalizable, entonces exis 
te Una base la”, para V, tal que T se expresa por una ma 
triz diagonal: D = (a, Ay Az +... an) - Llamando X, el vec- 


tor-cocrdenada de aj en la base ta, tenemos: 


az 0 
0 a) 
> 
= =a, X. 
ne, 0 0 1% 
0 0 


de donde: T(a.) = a. a. 
e donde (a5) aj j’ 


vectores a, de la base ta”, son vectores propios de T., 


resultado que nos muestra que los 


Reciprocamente sea ta”, una base para V formada por 
vectores propios de la transformación T. Considerando que 


T(a = t, aj tememos: 


3) j 


t 


+ 0 Oo + 0 


1i 
o 


ay + t303 


De donde resulta que T se expresa en la base fo)", de 
vectores propios de T, por la matriz diagonal 


D =(6 ty ty +... tr) > Así T es diagonalizable, 
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Ejemplo 9.12 
3 3 


Sea T una transformación lineal de R` a R`, de 
finida por: 
T(x, +X21X3) = (2x, = Xz0 Xy + x, - X30 X3) 


Deterrinar una base que la diagonalice. 


Solución 

Por el teorema precedente, la transformación T se- 
rá diagonalizable sii, V = R? tiene una base formada por 
vectores propios de T. Buscaremos estos vectores caracte 


rísticos. 


Tomando para V = R?, la base usual ((1,0,0),(0,1,0), 


(0,0,1)}, la transfomación T se expresa por la matriz: 


2 0-1 
mie 1 -1 
\o o -1 
La ecuación característica correspondiente es: (1-t) (1-t) 
(2-t) = 0. De aquí se obtiene los valores propios: ty = 1; 
t, = 1 y tz = 2. Finalmente para tı =t, = 1, se obtiene 
los vectores propios: a, = CL, A E, a, = (0,1,0). Además 
para t3 = 2, resulta a. = (1,1,0). Ahora como los vectores 
Oye A) Y AZ son linealmente independientes,ellos constitu- 
yen una base para el espacio V = R3, así entonces T es dia 


gonalizable . 
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Vemos Cual es la matriz de T en esta nueva base (a, ,A5,03). 


Tenemos: 
T(a,) = T(1,0,1) = (1,0,1) = la, + 0a, + 0a, 
T(a5) = T(0,1,0) = (0,1,0) = Oa, + la, + 0a, 
T(a3) = T(1,1,0) = .(2;2,0) = Oa, + 0a, + 20. 


De donde T resulta expresado por la matriz: 
1% 0 
Bere 2. @ 
0 0 2 


EJERCICIOS 


1.- Sea P” el espacio de los palinomios de grado no supe- 
„ior an. Determine cual de las siguientes aplicacio- 
nes son transformaciones lineales. 


a) L 3 pp? con : L(p(t)) 


by S 4 ne con : S(p(t)) 


c) T: pe, p? con : T(p(t)) 


t? p' (0) + t? pro) 


t p(t) + p(0) 


t plt) + 1 


2.- La aplicación L a R a R está definida por L(a) = aa+b 


con a,b € R. Determine a y b para que L sea Lineal, 


2 2 


3.- Sea T una aplicación dé R“ a R“, tal que a cada vector 


a € R? le asocia el vector T(a), simétrico de a respec 
to al eje OX. Demuestre que T es lineal y determine 


su matriz para la base usual, 
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4.- Sea T una aplicación lineal de R? a R, definida por: 
T(X4 ¢X5) = (x, + 2x. ; 2x, - Xo) 
Se considera en R° las bases A = {(1,0),(0,1)} y 
B = {(-1,2)}, (2,0) . Se pide matriz de T con respec 
to a las bases: A; A y B; B y A; B. Determine T(2,3) 
usando la definición de T y luego usando cada una de 
las matrices encontradas. 

5.- Sea V el espacio generado por A = {[1,t,e",te"}. se 
define la aplicación lineal T de V a V, por: T(a) = 
= dx/dt. Determine la matriz de T con respecto a la 
base A. 

6.- Sea I la transformación identidad de R? a R?, Se con 
sidera en R2 las bases A = {(1,0),(0,1)} y 
B {(1,-1),(2,3)}. Determinar la expresión matricial de 
I, con respecto a las bases: A, A y B, B y A, Bo 

7.- Sea V el espacio de las funciones continuas generados 
por la base A = {sent, cost). Se considera además la 
base B = {sent-cost, sent + cost) y la aplicación li- 
neal T de V a V, definida por: T(f) = df/dt. Se pide 
expresión matricial de T con respecto a las bases: 
A; A y B; By As Bo. 


8.- Sea L una aplicación lineal de RZ a RS , siendo RS 


el espacio de la matriz de orden dos sobre R, definida 


Dor: 


10.- 


11.- 
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t 2 
L(X) = AX -XA con Az ( ) yXER 


2 
3 4 2 


Determine la expresión matricial de L con respecto a 


las bases: S ; S y T; T y S; T, siendo: 


al os a | 


, 


tee La 


Se considera la aplicación lineal L de R? a R3 defini- 
da por: 

X1 s A ees E Xy 
Lia |= EE 

X3 2 & 3 X3 


Determine su imagen y su núcleo. Una base para cada 


uno de estos espacios. 


2 


Se considera la aplicaic6n lineal T, de P” a R defini 


da por: 
2 eee. 
T(at© + bt + c) = f (atf + bt + c)dt 


Determine el núcleo de T y una hase para dicho núcleo. 


A . 


eae 


¿Cuál es la imagen de esta aplicación. 
Sea T una transformación lineal de pe hy definida 
vor T(5(t)) = t? p'(t). Determine una base para 


Ker(T) y una para Im(T). 
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R? a R3, tal 


Determine una transformación lineal L de 
que {(1,-1,2),(3,1,-1)} sean base para Im(L). 


Sea L una aplicación lineal de R? a R, tal que: 


14.- 


15.- 


16.- 


17.- 


18.- 


L(1,1,1) = 3, L(0,1,1) = 2 y L(0,0,1) = 1.. Determine 
L(a,b,c). 

Determine una transformación lineal T de p? a R', cuya 
imagen es generada por ((0,1,1),(0,1,-1)). 


Sea T una 


2 


aplicaci6n lineal de R, a R? definida por: 


T(X) =AX-XA con A = E A yxe RS 
Determine una base para el núcleo de T. 
Sean L, S y T homomorfismos de R3 a R, definidos por: 
L(x,y,2) = (x + y + 2, x + y) 
S(x,y,z) = (2x + 2, x + y) 
T(x,y,z) = (zy,x) 


Demostrar que ellos son linealmente independientes. 


Sean S y T oporadores lineales en R, definidos por: 


S(x,y) = (x,0) y T(x,y) = (0,y). Determine: ST, TS, S 


y T?, 


Sea V espacio vectorial de dimensión finita y T un ope 


rador lineal en V, tal que: rango (T?) = rang (T). 


De- 


muestre que: (KerT) (y (ImT) ={0} 
Sea T un operador lineal en RÊ, definido por: 
Determine si T 


T(x,y,z) = (2x + 3y - z, 4x - y,2x). 


es invertible. En caso afirmativo encuentre la expresi6n 
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20.- Dada la aplicación lineal S de R? a R? por 


Xy E 1. .1 Xy 
S X, |= 22 62 CL Xo 

4 

13 UI: EAS ll X3 


determine si ella admite una inversa st En caso afir 
mativo, encuentrela. 

21.- Sea a un escalar no nulo. Demuestre que un homomorfis 
to T es singular si y solo si (aT) es singular. 


3 a R? definida 


22.- Sea L una transformación lineal de R 
por: L(x, ¢X5 0X3) = (2x, + 3X3, 4X3 -= X3, 3X3). Deter- 
mine los valores y vectores propios de L. 

23.- Sea T una aplicación lineal de R* a R, definida como 
rotación positiva en (1/2) en torno al origen. Determi 
ne los valores y vectores propios de T. 


24.- Sea T € Hom(R3,R5) representado en la base: 


ee ee a eae eee 


por: 


o 
I 
Pp 
w 
N 


0 0 3 3 
0 0 0 2 


Determine sus valores y sus vectores característicos. 


25.2 


26.- 


27.7 


28.- 


29.- 


30.- 
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Sea S un homomosfismo de p? a p1 definido por 


S(p(t)) = p'(t). Determine si S es diagonalizable o 
nó. 

Sea T un operador lineal en R” tal que T? = I, Demues 
tre que T es diagonalizable y que sus valores propios 


son + 1. 


Determine la naturaleza de las cuadricas 


a) 13x? + 12y? + 1027 - 8xy +:4xz - 4yz = 12 
b) 5x? + 4xy + 4xz + 2y2 + 2yz + 222 = 9- 
c) 2x? + 2y? + 202? + 2xy + 6xz + 6yz = 1 


Sea P el espacio: de los polinomios a coeficientes rea- 
les. Sea la aplicación lineal T : P ——P, definida por: 
T(p(t)) = (t = a) tp' tt) - + p*ta))> 2. (p(t) = pla)) 
Determinar: a) Núcleo y dimensión de T. b) Mostrar que 
sus valores propios:son todos reales y enteros 

Sea V el espacio generado por los vectores: a, =-e**senbt- 
$. 0, e** cosbt. Determine una matriz para el operador 
derivada D.: Encuentre p y mediante y calcule 

Ca senbt: dt. 

Se considera el espacio euclídeo de las funciones:: - 

p(t) = a + bcost + c sent con la norma ||ptt}|-= - 

= Va? + (b? + c} /2. Se define la-transformación: lineal 
T(p(t)) = p(t + m). Demuestre que Tes ortogonal y cal- 
cule sus valores y vectores propios. (a,b,c y m son núme 


ros reales). 
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